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ultad de Ingeniería Me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a
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Julio del 2013
Este trabajo de investigaión trata sobre la sinronizaión de redes omplejas
que están ompuestas por osiladores aótios que presentan atratores on múltiples
enrollamientos. Dihas redes omplejas se sinronizan en diferentes tipos de topología
y onguraión, de los uales, se emplean las 4 ombinaiones posibles: redes
omplejas regulares on nodo maestro, redes omplejas regulares sin nodo maestro,
redes omplejas irregulares on nodo maestro y redes omplejas irregulares sin nodo
maestro.
Se realiza también un estudio de estabilidad del sistema dinámio del error
de sinronizaión entre ualquier par de osiladores de la red empleando la teoría de
sistemas perturbados para las diferentes modalidades de osiladores que se desriben.
Para el enriptamiento aótio se proponen dos riterios de seleión para la
señal aótia on base en las araterístias que presenta en tiempo y freuenia;
esto sugiere que de esoger la señal de manera orreta, el sistema de omuniaión
tendría un nivel de seguridad más elevado.
Por último, se inluye la simulaión de un sistema de omuniaión donde se
realiza el enriptamiento y transmisión de audio e imagen.
iv
Palabras lave: Caos, osiladores aótios, osiladores aótios on atratores
de múltiples enrollamientos, redes omplejas, sinronizaión, sinronizaión de redes
omplejas, sistemas de omuniaión, enriptamiento aótio.
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En el presente apítulo se hae saber la motivaión que llevó a la realizaión de
este trabajo. También se dan a onoer los objetivos tanto general omo partiulares
que se busó lograr durante la investigaión para así rearle al letor una visión
general del doumento. De igual manera, se proporionan la informaión y oneptos
básios neesarios para la total omprensión del esrito.
1.1. Motivaión
En este trabajo de investigaión se estudia la sinronizaión de redes
ompuestas por Osiladores Caótios on Atratores de Múltiples Enrollamientos
(OCAME). En partiular se busa emplear una ténia de ontrol para
sinronizar redes ompuestas por osiladores que presentan atratores de múltiples
enrollamientos. Se busa apliar el omportamiento aótio y la sinronizaión de
los osiladores on atratores de múltiples enrollamientos en el proeso de omuniar
informaión ondenial (aos para enriptar y sinronizaión para desenriptar) de
manera segura.
1.2. Objetivo general
Inrementar la omplejidad de las señales aótias produidas por osiladores
de atratores on múltiples enrollamientos (osilador Chua generalizado [1℄, nueva
familia de osiladores de n-enrollamientos [1, 2℄), para realizar un enriptado aótio
eaz empleado en el proeso de transmisión segura de informaión.
1
21.3. Objetivos partiulares
Lograr la sinronizaión de 2 osiladores que presentan atratores de múltiples
enrollamientos (osilador Chua generalizado [1℄, nueva familia de osiladores
de n-enrollamientos [1, 2℄).
Lograr la sinronizaión de osiladores que presentan atratores de múltiples
enrollamientos en redes omplejas on aoplamiento regular.
Lograr la sinronizaión de osiladores que presentan atratores de múltiples
enrollamientos en redes omplejas on aoplamiento irregular.
Realizar el análisis de estabilidad del error de sinronizaión presente en
ualquier par de osiladores de la red ompleja.
Emplear los modelos matemátios del osilador de atratores de múltiples
enrollamientos omo generadores de aos para enriptar informaión
ondenial.
Determinar si enriptar usando OCAME aumenta la seguridad del mensaje
enviado omparado on la seguridad que brindan los diferentes tipos de
enriptado usando osiladores aótios onvenionales. Esto se traduiría en
una mejora al proeso de omuniaión segura de informaión ondenial.
Simular numériamente el proeso de enriptado, transmisión y desenriptado
de informaión privada.
Evaluar la alidad del enriptado, la seguridad de la transmisión de la
informaión y la alidad del mensaje reuperado.
1.4. Anteedentes
En esta seión se menionan y desriben brevemente los oneptos de Caos,
Sinronía y Criptología desde la pespetiva ientía para la total omprensión
de la tesis.
31.4.1. Caos
El fenómeno del aos ha sido estudiado ampliamente en la segunda mitad
del siglo XX, aún así, persiste la falta de un enuniado que desriba este onepto
de manera rigurosa. De manera general, el aos, es un fenómeno que exhibe un
omportamiento temporal de formas muy irregulares y en aparienia al azar, sin
embargo, es de naturaleza determinista. La palabra aos proviene del griego χα´oς
que signia impredeible. En el Español atual el onepto mental se asoia a algo
negativo, regularmente a desorden y esto es debido a las variaiones lingüistias que
ha sufrido el idioma a través del tiempo.
La idea de la posible existenia del aos fue primeramente introduida por
Henri Poinairé a nales del siglo XIX, en el sentido de que el omportamiento
de un sistema dependiera sensiblemente de las ondiiones iniiales. El matématio
franés introdujo este nuevo punto de vista al preguntarse si el sistema solar sería
estable para siempre, y al reonoer al mismo tiempo la existenia de innumerables
fenómenos que no eran ompletamente aleatorios sino más bien, no respondían a una
dinámia lineal.
La primer evidenia físia de aos aeptada fué la realizada por Edward Lorenz.
En 1963, se die que mientras trabajaba on el onjunto de euaiones difereniales
(1.1) on valores de parámetros a = 10, b = 28, c = 8/3, más tarde onoidas
mundialmente omo las euaiones de Lorenz, intentaba predeir el omportamiento
del lima. E. Lorenz obtuvo de la simulaión un atrator que atualmente se
onoe omo el atrator de Lorenz y que se muestra en la gura (1.1), reyendolo
equivoado, simuló repetidamente dihas euaiones para valores de parámetros
diferentes obteniendo el mismo resultado; después de estudiar detenidamente el
sistema, onluyó que las simulaiones eran diferentes para ondiiones iniiales muy
próximas. En la atualidad, esta ondiión araterístia de los sistemas aótios se
onoe omo sensibilidad a ondiiones iniiales.
x˙ = a(y − x),
y˙ = x(b− z)− y,
z˙ = xy − cz.
(1.1)











Figura 1.1: Atrator de Lorenz.
De manera general, las araterístias que debe umplir un sistema para que
se onsidere aótio son las siguientes:
Dinámia no lineal.
Sensibilidad a ondiiones iniiales.
Exponentes de Lyapunov positivos.
Atratores extraños.
Dimensión fratal en los atratores.
La primer araterístia, dinámia no lineal, es inherente a los sistemas
aótios debido a que el aos solo se presenta en sistemas modelados por euaiones
difereniales no lineales de orden tres omo mínimo.
La sensibilidad a ondiiones iniiales se reere, a que el mismo sistema aótio
presenta trayetorias que divergen de manera exponenial una de la otra pero
permaneiendo aotadas, habiendo partido de ondiiones iniiales muy próximas
hasta volverse ompletamente diferentes.
La terer araterístia está muy relaionada on la anterior, esto es debido a
que los exponentes de Lyapunov son una medida que desribe el grado de separaión
o divergenia de dos trayetorias on vetores de estado iniial muy eranos uno del
otro.
5Los atratores extraños son un indiador de un omportamiento ompliado
y en este aso en partiular, de omportamiento aótio. Algunos investigadores
piensan que la dimensión de un atrator se debe onsiderar para araterizar el
omportamiento asintótio de un sistema, lo que da paso a la última araterístia.
La dimensión fratal es el número raional que se obtiene de apliar el estudio
de dimensión a un atrator aótio.
En la gura (1.2) se ilustran gráamente tres de las araterístias
menionadas anteriormente. La gura (1.2)(a) muestra un atrator aótio que
orresponde al osilador de Rössler [3℄, la gura (1.2)(b) muestra el primer estado del
osilador de Chua on ondiiones iniiales de 0.1 y 0.101 para las trayetorias azul






































Figura 1.2: Caraterístias del aos: (a) Atrator aótio de Rössler, (b) Sensibilidad
a ondiiones iniiales (azul 0.1, rojo 0.101), () Dimensión fratal.
61.4.2. Sinronía
Se puede denir sinronía omo la irunstania de ourrir o sueder dos o más
osas al mismo tiempo [4℄. De auerdo on los registros histórios, Christiaan Huygens
es el padre de la sinronía, debido a que fué probablemente el primero en observar
este fenómeno en dos péndulos. Se die que el matemátio holandés observó que dos
relojes de péndulos que iniialmente osilaban a freuenias diferentes, sinronizaban
sus movimientos después de permaneer aoplados a través de una viga, además, si
alguna interferenia interrumpia la sinronía, esta se reuperaba en un orto tiempo.
En la gura (1.3) se muestra el dibujo original de Christiaan Huygens [5℄.
Figura 1.3: Dibujo original de C. Huygens ilustrando su experimento.
Posteriormente, numerosos experimentos de sinronizaión fueron reportados,
por ejemplo: Jean-Jaques Dortous de Mairan observó la sinronía de la disposiión
de las hojas de una planta de alubia (hariot bean) on el día y la nohe [5℄, W.
H. Eles and J. H. Vinent desubrieron la propiedad de sinronizaión en un
triodo generador [5℄ y William Strutt que desribió el fenómeno de sinronizaión en
sistemas aústios [5℄.
Se muestran algunos ejemplos de sinronizaión que se dan en la naturaleza,
omo es el vuelo de las aves gura (1.4a y 1.4d), en la vida humana gura (1.4b y
1.4e) y en la ingeniería gura (1.4 y 1.4f).
7(a) (b) ()
(d) (e) (f)
Figura 1.4: Ejemplos de sinronizaión.
Los esenarios de onguraión que se pueden emplear para busar la sinronía
y que se desriben en el apítulo 2 son:
Conguraión on nodo aislado o nodo maestro
Conguraión sin nodo maestro o bidireional
1.4.3. Criptología
Desde tiempos muy antiguos el hombre ha tenido la neesidad de oultar
informaión o al menos, de limitar el aeso a ella. Impulsada por aiones religiosa,
ientías o de guerra, la humanidad se vio en la neesidad de emplear esrituras
seretas. En la atualidad, debido a los avanes tenológios y a la aelerada
modernizaión en materia de omputaión, los métodos usados para enriptar han
revoluionado la riptografía, volviendola ada vez más ompleja, lo ual puede verse
reejado en el tamaño de las laves usadas para desenriptar.
1.4.3.1. Deniiones y ejemplos
La palabra riptología proviene de la raíz griega krypto que signia oulto y
logos que signia disurso, y es la disiplina que se enarga de estudiar la esritura
sereta o mensajes que han sido proesados de alguna manera para onvertirlos en
8difíiles o asi imposibles de leer por personas que no han sido autorizadas. En esta
investigaión, el interés se entra en la rama de la riptología llamada riptografía
que proviene de κρυ´piτω (krypto) oulto y γρα´ϕως (graphos) esribir (esritura
oulta), y se enarga de estudiar los sistemas que se emplean para proteger la
informaión y así, proporionar seguridad al proeso de omuniaión y a las partes
que se omunian.
Algunos ejemplos de sistemas que se emplearon en la antigüedad para enriptar
son la esitala Espartana, el método de Julio César y la esritura hierátia; la
Máquina Enigma usada por Alemania durante la Segunda Guerra Mundial es otro
ejemplo de enriptamiento poo menos antiguo.
(a) (b)
Figura 1.5: Ejemplos de riptografía antigua: (a) Esitala Espartana, (b) Cifrado de
Julio César.
La esitala Espartana gura (1.5)(a) onsistía en dos varas de diámetro
determinado y un pedazo de papiro. Cada una de las varas la tenian los partiipantes
de la omuniaión, si el poseedor de una de las varas quería enviar un mensaje al otro
poseedor, enrollaba el papiro alrededor de la vara y esribía el mensaje de manera
longitudinal, desenrollaba el papiro y era enviado. El reeptor úniamente enrollaba
el papiro en la vara gemela y las letras apareían ordenadas formando el mensaje. En
este método de enriptar, la lave era el diámetro de la vara. Para el ifrado de Julio
César gura (1.5)(b), se esribía el mensaje original y se remplazaba ada letra por
la letra que orresponde tres posiiones adelante, así, el mensaje enriptado aótio
se verá omo hqfulswdgrfdrwlfr.
Atualmente, la apaidad de almaenamiento y la veloidad de los
ordenadores, han permitido la elaboraión de algoritmos generadores de laves que
se emplean para desenriptar informaión que se envía a través de anales públios.
Los sistemas de enriptado pueden ser de dos tipo:
Simétrios: Usan la misma lave para enriptar y desenriptar.
9Asimétrios: Usan dos laves, una públia para enriptar y una privada para
desenriptar.
Algunos de los algoritmos de enriptado que se usan en la atualidad
Simétrios:
 Estándar de Enriptado de Datos (DES Data Enryption Standard) [6℄.
 Triple DES.
 Algoritmo IDEA (International Data Enryption Algorithm).
Asimétrios:
 Algoritmo DH (Whiteld Die y Martin Hellman).
 Algoritmo RSA (Rivest, Shamir y Adelman) [6℄.
Se inita al letor interesado revisar [7℄-[10℄ para profundizar en alguno de los
algoritmos de enriptado menionados.
1.4.4. Enriptado aótio
Desde que [Peora y Carroll 1990℄ sugirieron y probaron la sinronizaión de
sistemas aótios, numerosos resultados sobre enriptamiento aótio se reportaron
en la literatura ientía. Alternativamente, el enriptamiento aótio representa otro
método para enriptar que se ha llevado a abo on éxito en laboratorio.
De manera general, el enriptamiento aótio onsiste en odiar el
mensaje que se desea enviar, empleando las dinámias aótias produidas por un
sistema aótio presente en la parte emisora, el mensaje odiado es enviado a
través de un anal públio al nal del ual se enuentra el reeptor, que se enarga
de deodiar o reonstruir el mensaje mediante la sironizaión de un sistema aótio
presentes a la dinámia del emisor.
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Figura 1.6: Diagrama básio de enriptamiento aótio.
Se han desarrollado varios esquemas que permiten transformar la señal de
informaión en una señal on forma aótia del lado del emisor, y extraer la señal de
informaión del lado del reeptor, los más destaados son:
Conmutaión entre atratores extraños.
Modulaión aótia.
Enmasaramiento aótio o enriptamiento aditivo.
Numerosos resultados se han reportado empleando alguno de estos tres tipos de
enriptamiento aótio, en los uales las ténias de ontrol usadas para sinronizar
los sitemas aótios o hiperaótios varían. Se reomiendan al letor que deseé onoer
alguna de estas ténias de ontrol o los sistemas aótios sinronizados la siguiente
bibliografía [11℄-[15℄.
El esquema que se empleará más adelante en el apítulo 5 es el de
enriptamiento aditivo, el ual onsiste en un sistema aótio presente en el emisor
uya señal de salida es sumada a la señal de informaión. Esta suma es la que se
transmite a través del anal. El reeptor usa la señal transmitida para sinronizar un
sistema aótio equivalente al del emisor. La señal aótia reonstruida es sustraída
de la señal transmitida, lo ual reonstruye la señal de informaión [6℄.
Es importante espeiar que el esquema desrito anteriormente se emplea en
un sistema de omuniaión de dos anales omo el que se muestra en la gura (1.7),
en el ual, la informaión enviada a través del primer anal de transmisión es la señal
que usa el sistema aótio del reeptor para sinronizar, y no tiene datos del vetor
de informaión que se desea enviar. El segundo anal es usado para enviar el mensaje
ifrado que es reonstruido mediante la sustraión de la señal sinronizada.
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Figura 1.7: Esquema de omuniaión segura de dos anales.
En el apítulo 5 se proporionan oneptos y ténias empleadas en el análisis
freuenial de señales que se planea usar para mejorar el nivel de seguridad del
sistema de omuniaión, así omo también se proponen dos riterios on los uales
se pretende disriminar las mejores señales para enriptar.
Para nalizar este apítulo introdutorio, a ontinuaión se desribe la
organizaión del esrito:
En el apítulo 2 se desriben las redes omplejas, se proporionan deniiones
y ejemplos. El apítulo 3 versa sobre osiladores aótios que presentan atratores
on enrollamientos múltiples, se desriben los modelos matemátios y se muestan
algunas de las modalidades de atratores que se pueden obtener. En el apítulo 4 se
desribe la sinronizaión de osiladores aótios, se proporionan los resultados de
la sinronizaión de diferentes redes omplejas onstituidas por osiladores aótios
on atraotres aótios de enrollamientos múltiples de varios tipos y en diferentes
modalidades, también se proporiona el análisis de estabilidad del sistema dinámio
del error de sinronizaión de ualquier par de osiladores de la red. En el apítulo
5 se proporionan los oneptos neesarios sobre proesamiento de señales para dar
paso a la propuesta de los riterios de seleión de la señal aótia, así también se
proporionan aquí los resultados de las simulaiones del sistema de omuniaión, en
donde se enripta voz e imagen. Por último, el apítulo 6 muestra las onlusiones a
las que se llegó al nalizar la investigaión y se plantean los trabajos futuros.
Capítulo 2
Redes omplejas
Debido a su presenia en la naturaleza y a su importania en la vida otidiana,
las redes omplejas han sido objeto de estudios exhaustivos a lo largo del tiempo
desde diferentes perspetivas ientías que abaran físia, biología, soiología,
neurología, eonomía y mediina por menionar algunos ejemplos. Los diferentes
niveles de organizaión en que pueden presentarse van desde lo mirosópio omo:
redes de regulaión genétia [16℄, redes de proteínas [16℄, redes neuronales [16℄ y
redes metabólias [16℄; hasta un nivel muho más grande omo: las redes soiales
[16℄, el Internet [16℄, el WWW (World Wide Web) [16℄, las redes de omuniaiones
(arreteras, vías aéreas) [16℄.
En general, el estudio de las redes está a argo de la rama de las Matemátias
disretas llamada Teoría de grafos. El naimiento de la teoría de grafos data del
año 1736, uando el matemátio Suizo Leonhard Euler hizo públia la soluión del
problema del puente Königsberg [17℄-[19℄, heho que propiió un número onsiderable
de desubrimientos en el ampo y dio respuesta a varios uestionamientos que hasta
ese momento estaban inonlusos, un ejemplo es el aso de olorear on la menor
antidad de olores diferentes regiones veinas de un mapa.
2.1. Deniiones
Desde el punto de vista matemátio, una red puede ser representada omo un
grafo [20℄:
Deniión 2.1 Un grafo dirigido (no dirigido) G = (N ,L) onsta de dos onjuntos
N ,L tal que N 6= ∅ y L es un onjunto de pares de elementos ordenados (no
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ordenados) de N . Los elementos de N ≡ {n1, n2, . . . , nN} son los nodos (verties o
puntos), mientras que los elementos de L ≡ {l1, l2, . . . , lk} son las onexiones (aristas
o líneas). Dos nodos unidos por una onexión son llamados nodos adyaentes o
veinos. El grado ki de un nodo i es el número total de sus onexiones. En un grafo
dirigido el orden es importante: lij representa una onexión del nodo i al j, lij 6= lji.
En un grafo no dirigido se die que la onexión es inidente en ambos nodos.
(a) (b)
Figura 2.1: Ejemplos de grafos: (a) grafo dirigido, (b) grafo no dirigido.
Un onjunto de nodos (verties) unidos a través de líneas es solo la deniión
más simple de red, hay muhas maneras en las uales una red puede ser más
ompliada. Por ejemplo, puede haber más de un tipo de nodos (verties) o de
onexión, y los nodos y onexiones pueden tener una amplia variedad de propiedades
numérias o de algún otro tipo asoiadas [16℄.
Antes de denir las redes omplejas, se enunian las araterístias más
destaables que presentan los sistemas omplejos:
Están ompuestos de muhas partes que interatuan entre sí (nodos).
Cada parte tiene estrutura interna propia y está enargada de una tarea
espeía.
Presentan omportamientos emergentes al no existir un nodo maestro, esto es,
el todo resultante no es la suma de sus partes.
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Con base en lo anterior, una red ompleja vista omo un sistema omplejo,
es un onjunto de nodos interonetados que interatúan entre sí, donde ada nodo
es la unidad fundamental de la red que ontiene informaión detallda de la red [21℄.
El término omplejo se reere a las araterístias de los nodos y la estrutura o
topología de la red. Los nodos pueden estar modelados por euaiones difereniales
(naturaleza ontinua) o euaiones en diferenias (naturaleza disreta). En este aso
partiular, los nodos son osiladores aótios que presentan atratores on múltiples
enrollamientos.
2.2. Topologías de las redes omplejas
La topología o aoplamiento es la disposiión o la forma en la que están
onetados los nodos de una red, mientras que la onguraión es el tipo de onexión
que determina el ujo de informaión entre los nodos. Las redes omplejas se dividen
en dos grupos de auerdo on la topología que presentan y ada uno de estos en dos
grupos más de auerdo on su onguraión. El primer grupo son las redes omplejas
regulares las uales exhiben un patrón denido de onexión, mientras que el segundo
grupo, las redes omplejas irregulares no presentan un patrón denido. Las topologías
de las redes omplejas regulares más onoidas son: la topología anillo, la topología
estrella y la topología global, ada una de las uales puede presentarse en dos tipos
de onguraión que puede ser: onguraión maestro - eslavo (on nodo aislado)
gura (2.2)(a) y bidireional (sin nodo aislado) gura (2.2)(b).
En la onguraión maestro - eslavo, el nodo maestro impone su dinámia a
toda la red, en este aso partiular, el osilador aótio maestro impondrá su dinámia
aótia al resto de los osiladores. En un esenario diferente, en la onguraión
bidireional, la ausenia de un nodo maestro da paso a una dinámia emergente, la
ual omo se meniono anteriormente, no es la suma de las partes que forman la red,
en este aso las dinámias de ada osilador, sino que es una dinámia diferente a la
de ualquiera de ellos.
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(a) (b)
Figura 2.2: Tipo de onguraión: (a) Maestro - Eslavo, la informaión uye en un
sentido. (b) Bidireional, la informaión uye en ambos sentidos.
La matriz de aoplamiento A = (aij) ∈ RN×N representa el aomplamiento
de la red. Si existe una onexión entre el nodo i y el nodo j entones el elemento








aji para i = 1, 2, ..., N. (2.1)
En la siguiente seión, se muestran el álulo de las matries de aoplamiento
para ada topología empleando esta teoría.
2.2.1. Topología regular
A ontinuaión se desriben brevemente las tres topologías regulares en que se
pueden presentar las redes omplejas.
2.2.1.1. Aoplamiento global
En este tipo de aoplamiento ada uno de los nodos de la red esta onetado
on el resto de los nodos, es deir, ualquier par de nodos de la red elegidos al azar
se enuentran onetados entre sí.
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Figura 2.3: Red ompleja en aoplamiento global.
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Esta matriz de aoplamiento tiene un solo valor propio en ero y los demás en
−N . Además, su segundo valor propio mayor λ2 = −N deree a −∞ a medida que
N →∞, esto es:
l´ım
N→∞
λ2 = −∞. (2.3)
2.2.1.2. Aoplamiento estrella
El segundo tipo de aoplamiento regular es el aoplamiento estrella, aquí N−1
nodos se enuentran dispuesto al rededor de un nodo, el ual está onetado on los
N − 1 y los N − 1 nodos sólo están onetados on el nodo del entro asemejando
las puntas de una estrella.
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Figura 2.4: Red ompleja en aoplamiento estrella.
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Los valores propios de la matriz de aoplamiento son: λ(A) =
{0,−N,−1, . . . ,−1}, por lo tanto el segundo valor propio mayor de A es λ2 = −1.
2.2.1.3. Aoplamiento anillo
El terer tipo de aoplamiento regular es el aoplamiento anillo, aquí los N
nodos se enuentran oloados uno después del otro formando un anillo, ada nodo
i está onetado sólo on los nodos veinos más eranos i ± 1, i ± 2, . . . , i ± K/2
donde K es un número par, en este aso K = 2.
Figura 2.5: Red ompleja en aoplamiento anillo.
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para un valor jo de K, de la euaión (2.6) se tiene que:
l´ım
N→∞
λ2 = 0. (2.7)
De manera general, la suma de ada la y/o olumna de la matriz de
aoplamiento presentada para ada una de los aoplamientos menionados suma
ero.
2.2.2. Topología irregular
Para la topología irregular, debido a que no presentan un patrón en el
aoplamiento, el número de redes on onexiones diferentes puede ser muy grande.
Por lo anterior, en esta seión solo desribiremos una posible representaión.
Las redes irregulares debido a lo inierto de su onexión no tienen reportada una
matriz de aoplamiento para un aso general, por esta razón es neesario generarla
y/o ajustarla para ada red. La gura (2.6) fue obtenida de [22℄.
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Figura 2.6: Red ompleja irregular.
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El onjunto de valores propios es λ(A) = {0,−3,−3,−5,−5}. A diferenia de
las redes regulares, no se onoe omo varían los valores propios de la matriz de
aoplamiento de las redes irregulares.
Por último, en esta investigaión se emplearon los uatro posibles esenarios
de onexión y onguraión, es deir, redes omplejas regulares e irregulares en
onguraión maestro - eslavo y bidireional.
Capítulo 3
Osiladores aótios on atratores
de múltiples enrollamientos
En el apítulo 1 se enlistaron las araterístias que deben umplir los
sistemas para que se onsideren aótios. Para esta investigaión esos sistemas son
osiladores modelados por euaiones difereniales no lineales que tienen omo base
el ampliamente onoido osilador aótio de Chua [1℄.
En la literatura ientía hay una amplia variedad de osiladores aótios
reportados, sin embargo, se tiene partiular interés en aquellos de atratores extraños
en forma de enrollamientos omo el atrator de Chua (dos enrollamientos), mismo que
ha sido ampliamente estudiado y del ual se han realizado múltiples generalizaiones
on base en dos ategorias: aquellas en las que se modia la araterístia no lineal
del osilador y aquellas en las que se aumenta la dimensión del sistema [23℄.
En sistemas un tanto diferentes, se han generado modelos alternativos que
han demostrado que pueden generar atratores de n-enrollamientos. Dihos modelos
dinámios forman parte de la llamada familia de generadores de aos on atratores
de enrollamientos en reja (sroll grid attrators). Hasta el momento se han reportado
3 modalidades en las que se han lasiado dihos atratores:
Atrator de enrollamientos en reja en 1-D
Atrator de enrollamientos en reja en 2-D
Atrator de enrollamientos en reja en 3-D
A ontinuaión se desribirán brevemente los modelos dinámios que se
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emplearon en esta investigaión omo generadores de atratores de múltiples
enrollamientos.
3.1. Osilador de Chua generalizado
El osilador de Chua es un modelo dinámio no lineal de dinámia aótia
que debido a la amplia variedad de omportamientos que onduen a fenómenos de
bifuraión se ha onvertido en un paradigma para el estudio del aos. El osilador
de Chua se ha estudiado extensamente desde su apariión alrededor de 1983, omo
resultado de esto, diferentes generalizaiones han sido propuestas.
De las dos vertientes que se han seguido para la obtenión de una generalizaión
del osilador de Chua, la propuesta en [24℄ y estudiada detalladamente en [1℄ está
relaionada on la introduión adiional de puntos de quiebre en la no linealidad.
El modelo matemátio que desribe el osilador de Chua generalizado está dado
por el siguiente onjunto de euaiones difereniales:
x˙ = α [y − h(x)] ,
y˙ = x− y + z,
z˙ = −βy.
(3.1)






(mi−1 −mi)(|x+ ci| − |x− ci|). (3.2)
El osilador (3.1)-(3.2) exhibe una dinámia aótia para valores de parámetros
α = 9 y β = 14.2857. Se puede ver que la euaión (3.2) está ompuesta por
múltiples puntos de quiebre donde q denota un número natural. El osilador de
Chua generalizado (3.1) está desrito por tres esalares y dos vetores de parámetros
{α, β, q, m, c}, donde m = [m0 m1 . . . m2q−1], c = [c1 c2 . . . c2q−1].
Para propósitos omparativos, en la gura (3.1) se muestra la no linealidad
del osilador de Chua, en la ual se pueden apreiar los dos puntos de quiebre en la
pendiente que resultan en los dos enrollamientos que presenta su atrator; por otra
parte, en la gura (3.2) se puede pareiar la no-linealidad que pertenee al osilador
de Chua generalizado y que es la representaión gráa de la euaión (3.2) para
un valor de q = 3, la no-linealidad presenta múltiples fraturas generando así un
22
atrator de múltiples enrollamientos. Como se menionó anteriormente, el osilador
de Chua generalizado permite la modiaión de diha gráa a través de la euaión
(3.2) para diferentes valores de q.


















Figura 3.1: No-linealidad f(x) osilador de Chua mostrando 2 puntos de quiebre.





























Figura 3.2: No-linealidad h(x) osilador de Chua generalizado mostando múltiples
quiebres.
Para los parámetros α = 9 y β = 14.2857 on valores de los vetores









m = [−1/7 2/7 − 4/7 2/7],




c = [1 2.15 3.6 8.2 13],
m = [−1/7 2/7 − 4/7 2/7 − 4/7 2/7].
(3.5)
Es importante menionar que existen reportados en [1℄ otros valores para los
parámetros α y β que igualmente han sido usados en la euaión (3.1) para generar
múltiples enrollamientos, estos valores son:
(α1, β1) = (11.6047522, 15),
(α2, β2) = (−4.9167,−3.642).
(3.6)


































Figura 3.3: Atrator de Chua generalizado 4 enrollamientos: (a) Plano de fase 3-D
x− y − z, (b) Plano de fase x− y.
Los onjuntos de parámetros (3.3), (3.4) y (3.5) generan un número de
enrollamientos par, para un número impar es neesario usar el vetor de parámetros
m on signo ontrario. En la gura (3.4) se muestra un atrator on número de































Figura 3.4: Atrator de Chua generalizado 3 enrollamientos: (a) Plano de fase 3-D
x− y − z, (b) Plano de fase x− y.










c = [1 2.15 4],




c = [1 2.15 3.6 6.2 9],




c = [1 2.15 3.6 6.2 9 14 25],
m = [0.9/7 − 3/7 3.5 − 2.4/7 . . .
2.52/7 − 1.68/7 2.52/7 − 1.68/7].
(3.10)
Como ejemplo demostrativo en la gura (3.5) se muestra el atrator que se
obtiene de emplear α = 9, β = 14.2857 y el onjuntos de parámetros (3.10) en las

































Figura 3.5: Atrator de Chua generalizado 7 enrollamientos: (a) Plano de fase 3-D
x− y − z, (b) Plano de fase x− y.






El origen es un punto de quilibrio del sistema (3.1). Los otros puntos de
equilibrio los genera la ondiión h(x) = 0 y están loalizados en la interseión de
la no linealidad on el eje x [1℄, esto puede observarse en la gura (3.6). Estos puntos
de equilibrio apareen por pares y están denotados omo eqj = [xeq±j
, 0, −xeq±j ].
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Figura 3.6: Puntos de equilibrio en la no linealidad h(x) del osilador de Chua
generalizado.
3.2. Osilador de Genesio & Tesi
Anteriormente se menionó la existenia de sistemas aótios apaes de generar
atratores de múltiples enrollamientos que perteneen a la familia de generadores
de aos on atratores de enrollamientos en reja (sroll grid attrators). En esta
investigaión se emplean los osiladores uyo nombre reportado en la literatura es
una nueva familia de atratores on n-enrollamientos, los uales por simpliidad
serán llamados Osiladores de Genesio & Tesi investigadores a los que deben su
existenia. R. Genesio y A. Tesi desarrollaron y propusieron un sistema aótio on el
objetivo de examinar el método del balane armónio para determinar la existenia
y loalizaión del omportamiento aótio en el año de 1992 [1, 23℄. R. Genesio y A.
Tesi apliaron el método exitosamente y probaron que el modelo exhibía aos [1, 23℄.
3.2.1. Osilador de Genesio & Tesi en 1-D
Una generalizaión del modelo original de Genesio & Tesi [1℄ para generar n-
enrollamientos fué realizada en [2℄. Diha generalizaión onsistió en modiar la no
linealidad del modelo original.
El onjunto de euaiones difereniales que desribe el osilador de Genesio &





















1, x ≥ θ, θ > 0,
0, x < θ, θ > 0,
0, x ≥ θ, θ < 0,
−1, x < θ, θ < 0.
(3.14)
Con a = 0.8 y x, y, z ∈ ℜ. La expresión (3.14) es llamada funión esenia o
funión núleo [1℄.






Del onjunto de euaiones (3.15) puede verse que los puntos de equilibrio están
loalizados en la interseión de la funión no lineal (3.13) y el eje x. El onjunto de
puntos de equilibrio está dado por [1℄:
υeq = {[i 0 0]T | i = −Mx −Mx + 1, . . . , Nx − 1, Nx}. (3.16)
En la gura (3.7) se muestran 4 de los posibles atratores que se pueden obtener
usando las euaiones (3.12 - 3.14) on los siguientes parámetros:
Atrator de 2 enrollamientos (Mx = 1, Nx = 0) gura (3.7)(a).
Atrator de 6 enrollamientos (Mx = 1, Nx = 4) gura (3.7)(b).
Atrator de 8 enrollamientos (Mx = 2, Nx = 5) gura (3.7)().
Atrator de 10 enrollamientos (Mx = 4, Nx = 5) gura (3.7)(d).
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Figura 3.7: Atratores de Genesio & Tesi en 1-D: (a) vista x − y 2 enrollamientos
(b) vista x− y 6 enrollamientos, () vista x− y 8 enrollamientos, (d) vista x− y 10
enrollamientos.
Como se puede apreiar en la gura (3.7), el número de enrollamientos del
atrator sólo puede ser inrementado en la direión de la variable de estado x, esto
aunado a la ubiaión de los puntos de equilibrio del sistema, haen que el modelo
de euaiones (3.12 - 3.14) sea onsiderado omo un osilador que genera múltiples
enrollamientos en una dimensión.
3.2.2. Osilador de Genesio & Tesi en 2-D
Para el osilador de Genesio & Tesi en 2-D, el onjunto de euaiones que
desribe el sistema está dado por:
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x˙ = y − f1(y),
y˙ = z,
















1, y ≥ θ, θ > 0,
0, y < θ, θ > 0,
0, y ≥ θ, θ < 0,







pi = My + 0.5 + (i− 1)(My +Ny + 1),
β = My +Ny + 1.
(3.21)
Los puntos de equilibrio del sistema (3.17) están dados por:





La soluión para la variable de estado y del onjunto de euaiones (3.22) está
dada por:
ueq,y = {−My , . . . , −1, 0, 1, . . . , Ny}. (3.23)
Los puntos para la variable de estado x que orresponden a ada ueq,yj se
determinan de manera gráa a partir de la primer ondiión del onjunto de
euaiones (3.22). Por último, el onjunto de puntos de equilibrio es [1℄:
υeq = {[(i− 1)(My +Ny + 1) + j − j 0]T | i = 1, 2, . . . , m;
j = −Ny, . . . , −1, 0, 1, . . . , My}.
(3.24)
31
En la gura (3.8) se muestran dos de los posibles atratores que se pueden
generar usando las euaiones (3.17 - 3.21):
Atrator de 2× 2 enrollamientos (My = 0, Ny = 1, m = 2) gura (3.8)(a).










































































Figura 3.8: Atratores de Genesio & Tesi en 2-D: (a) Plano de fase 3-D x− y− z de
atrator de 2 × 2 enrollamientos y (b) vista x − y, () Plano de fase 3-D x − y − z
de atrator de 3× 4 enrollamientos y (d) vista x− y.
A diferenia del osilador en 1-D, el osilador de Genesi & Tesi en 2-D tiene
sus puntos de equilibrio ubiados en el plano (x, y) y puede aumentar el número de
enrollamientos a lo largo de las variables de estado x e y.
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3.2.3. Osilador de Genesio & Tesi en 3-D
Para obtener un osilador que genere atratores en reja en tres dimensiones
es neesario introduir una no linealidad adiional al sistema (3.17). El onjunto de
euaiones que desribe diho osilador es:
x˙ = y − f1(y),
y˙ = z − f1(z),




























1, · ≥ θ, θ > 0,
0, · < θ, θ > 0,
0, · ≥ θ, θ < 0,







nl = ρ+ 0.5 + (l − 1)(ρ+ ς + 1),
γ = ρ+ ς + 1.
(3.30)
ρ = | mini,j{ueq,yi + ueq,zj } |,
ς = | maxi,j{ueq,yi + ueq,zj } | .
(3.31)
Del onjunto de euaiones (3.31), ueq,yi y u
eq,z
j son los vetores para las variables
y y z relaionados a los puntos de equilibrio. Los puntos de equilibrio del sistema








Los puntos relaionados a los puntos de equilibrio para las variables de estado
y, z están dados por [1℄:
ueq,y = {−My, . . . , −1, 0, 1, . . . , Ny},
ueq,z = {−Mz , . . . , −1, 0, 1, . . . , Nz}.
(3.33)
Finalmente, los puntos de equilibrio del sistema (3.25) están dados por:
υeq = {[(l − 1)(ς + 1 + ρ)− ueq,y − ueq,z ueq,y ueq,z]T | i = 1, 2, . . . ,
My +Ny + 1; j = 1, 2, . . . Mz +Nz + 1; l = 1, 2, . . . , k}.
(3.34)
En las guras (3.9), (3.11) y (3.13) se muestran algunos ejemplos de atratores
de Genesio & Tesi en 3-D
Atrator de 2× 2× 2 enrollamientos (My = 0, Ny = 1, Mz = 0, Nz = 1, k = 2)
gura (3.9).
Atrator de 4× 3× 2 enrollamientos (My = 1, Ny = 1, Mz = 0, Nz = 1, k = 4)
gura (3.11).


































Figura 3.9: Atrator de Genesio & Tesi 3-D: (a) atrator de 2× 2× 2 enrollamientos
vista x− y − z y (b) vista x− y.













































Figura 3.11: Atrator de Genesio & Tesi 3-D: (a) atrator de 4×3×2 enrollamientos
vista x− y − z y (b) vista x− y.













































Figura 3.13: Atrator de Genesio & Tesi 3-D: (a) atrator de 2×5×5 enrollamientos
vista x− y − z y (b) vista x− y.














Figura 3.14: Atrator de Genesio & Tesi 3-D de 2× 5× 5 enrollamientos vista y− z.
En este apítulo se proporionó una visión general sobre algunos modelos
matemátios generadores de atratores de múltiples enrollamientos que perteneen
a la familia de los atratores de enrollamientos en reja (sroll grid attrators), los
uales son apaes de generar atratores uyo número de enrollamientos puede ser
aumentado en la direión de ualquiera de las variables de estado del sistema. En
el siguiente apítulo se tratará la sinronizaión de redes omplejas que tienen omo
nodos modelos generadores de atratores de enrollamientos múltiples.
Capítulo 4
Sinronizaión de redes omplejas
on atratores aótios de múltiples
enrollamientos
En este apítulo se proporionan los preliminares matemátios, oneptos y
toda la teoría neesaria para entender la sinronizaión de las redes omplejas.
Como se espeió en el apítulo 2, las redes omplejas que se emplearon en esta
investigaión están ompuestas por osiladores aótios que presentan atratores on
múltiples enrollamientos, los uales fueron desritos en el apítulo 3.
4.1. Deniiones de sinronizaión
La palabra sinronizaión proviene del griego (συγ χρo´νoς) que signia
ompartir el mismo tiempo, es también la orrespondenia en tiempo de diferentes
proesos [25, 26℄. De auerdo on [4℄ sinronizar visto omo aión, es haer que
oinidan en el tiempo dos o más movimientos o fenómenos.
En la naturaleza, sinronizar aspetos omo el ilo reprodutivo, tiempo de
alumbramiento o la migraión signia asegurar la supervivenia de algunos animales.
En la vida humana, la sinronizaión juega un papel importante y puede presetarse
de manera voluntaria o involuntaria en el omportamiento oletivo de las masas,
omo ejemplo de sinronizaión voluntaria tenemos una multitud aplaudiendo o un
ejérito marhando, y de involuntaria la sinronizaión del período mestrual de un
grupo de mujeres, llamado sinronía mestrual [25℄. En la ingeniería, esta propiedad
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no ha pasado desaperibida ya que el hombre se ha beneiado enormemente de
sinronizar numerosos proesos industriales. Otro ejemplo que ilustra la importania
de la sinronía en la humanidad es el desarrollo de deportes de alto rendimiento en
el que se alia el grado de sinronizaión.
Entre los diferentes tipos de sinronizaión se enuentra:
Sinronizaión de aos: se reere al proeso donde dos o más sistemas
aótios ajustan su movimiento a un omportamiento omún debido a un
aoplamiento o forzamiento [26℄.
Los tipos de sinronizaión aótia son:
Sinronizaión Idéntia onsiste en un enganhe perfeto de las trayetorias
de los sistemas logrado a través del aoplamiento [26℄.
l´ım
t→∞
‖x(t)− xˆ(t)‖ = 0. (4.1)
Sinronizaión aproximada (Almost synhronization) resulta de una
ota asintótia de la diferenia de un onjunto de variables de un sistema y el
orrespondiente onjunto de otro sistema [26℄.
l´ım
t→∞
‖x(t)− xˆ(t)‖ < ρ, ρ > 0. (4.2)
Sinronizaión generalizada, este tipo de sinronizaión usa sistemas
aótios ompletamente diferentes y onsiste en asoiar la salida de un sistema
a una funión dada de la salida de otro sistema [26℄.
En este trabajo en partiular, se realiza la sinronizaión idéntia de osiladores
aótios que presentan atratores on múltiples enrollamientos.
4.2. Sinronizaión de redes omplejas
Considere una red dinámia ompuesta por N nodos idéntios los uales se
enuentran linealmente aoplados y ada nodo es un sistema dinámio de dimensión
n. Las euaiones de estado de la red están dadas por:
x˙i = f(xi) + c
N∑
j=1
aijΓxj , i = 1, 2, . . . , N, (4.3)
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donde xi = [xi1 xi2 . . . xin] ∈ ℜn es el vetor de las variables de estado del
nodo i. La onstante c > 0 representa la fuerza de aoplamiento de la red y Γ ∈ ℜn×n
es una matriz onstante de 0-1's que relaiona las variables de estado aopladas. De
auerdo on [21℄, se asume para mayor simpliidad Γ = diag(r1, r2, . . . , rn) que es
una matriz diagonal on ri = 1 para una i en partiular y rj = 0 para j 6= i, lo que
signia que dos nodos están aoplados a través de su i-ésima variable de estado.
La matriz de aoplamiento A ∈ ℜN×N on elementos aij para i, j = 1, . . . , N
representa la onguraión de la red ompleja y la forma de obtenerla fue desrita
en la seión (2.2).
En el apítulo 2 se proporionaron las matries de aoplamiento en forma
general para las redes omplejas aopladas en topologías regulares y para un aso
partiular de una topología irregular, dihas matries pueden obtenere jando un
valor de N y empleando lo antes menionado en el presente apítulo.
La red dinámia (4.3) se die que logra sinronizaión (asintótia) si:
x1(t) = x2(t) = · · · = xN (t), t→∞, (4.4)
dado que la sinronizaión del estado es la soluión s(t) ∈ ℜn de un nodo aislado,
esto es,
s˙(t) = f(s(t)), (4.5)
donde s(t) puede ser un punto de equilibrio, una órbita periódia o un atrator
aótio. La estabilidad de la sinronizaión del estado,
x1(t) = x2(t) = · · · = xN(t) = s(t), (4.6)
de la red (4.3) está determinada por la dinámia de un nodo aislado, la fuerza
de aoplamiento c, la matriz que relaiona los estados aoplados Γ y la matriz
de aoplamiento A. La apaidad de sinronizaión de la red (4.3) on respeto
a un aoplamiento espeío, se die que es fuerte si la red puede sinronizar on
una fuerza de aoplamiento c pequeña [21℄. Basado en la teoría de estabilidad de
Lyapunov, se derivan las siguientes ondiiones de sinronizaión [27℄:
Teorema 4.1 (Wang & Chen, 2002a, 2002b) Considere la red dinámia (4.3).
Sean:
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0 = λ1 > λ2 ≥ λ3 ≥ . . . ≥ λN . (4.7)
Los valores propios de su matriz de aoplamiento A. Suponga que existe una
matriz diagonal D > 0 de n× n y dos onstantes d¯ < 0 y τ > 0, tal que:
[Df(s(t)) + dΓ]TD+D[Df(s(t)) + dΓ] ≤ −τIn, (4.8)
para toda d ≤ d¯, donde In ∈ ℜn×n es la matriz unitaria. Si, además,
cλ2 ≤ d¯. (4.9)
Entones, la sinronizaión del estado es exponenialmente estable.




Una vez proporionados los oneptos y los fundamentos matemátios
neesarios para omprender la sinronizaión, en la siguiente seión se presenta
el análisis de estabilidad del error que se genera de sinronizar dos osiladores.
4.3. Análisis de estabilidad del error de sinronía
Con el objetivo de orroborar la sinronía, se realiza un análisis de estabilidad
del error de sinronizaión entre ualquier par de nodos de una red ompleja. Debido
a los dos tipos de onguraión que puede existir entre dos nodos de una red ompleja
(gura (2.2)), se presenta el análisis para el aso de onguraión maestro - eslavo
y bidireional.
4.3.1. Chua generalizado: onguraión maestro - eslavo
Considere el osilador de Chua generalizado desrito por el sistema de
euaiones (4.11), el ual exhibe omportamiento aótio on valores de parámetros
α = 9 y β = 14.2857:


x˙ = α [y − h(x)] ,










(mi−1 −mi)(|x+ ci| − |x− ci|). (4.12)
Para enontrar el sistema dinámio del error, se denen:
e1 = x1 − x2,
e2 = y1 − y2,
e3 = z1 − z2.
(4.13)
Usando las euaiones (4.13) y de auerdo on [28℄ podemos emplear la siguiente
desigualdad:
| sat(x)− sat(y) |≤| x− y |, (4.14)
se obtiene el sistema dinámio del error:


e˙1 = −(αm2q−1 + c)e1 − α (mi−1 −mi) | e1 | +αe2,
e˙2 = e1 − e2 + e3,
e˙3 = −βe2.
(4.15)
Para demostrar la estabilidad del sistema (4.15) se usó la teoría de estabilidad
de sistemas perturbados.
De auerdo on [28℄, se puede suponer que x = 0 es un punto de equilibrio
del sistema (4.15) exponenialmente estable; no obstante, el punto de equilibrio es
el origen y se obtiene omo sigue:
e˙1 = e˙2 = e˙3 = 0, (4.16)
0 = −(αm2q−1 + c)e1 − α (mi−1 −mi) | e1 | +αe2, (4.17)
0 = e1 − e2 + e3, (4.18)
0 = −βe2. (4.19)
De la euaión (4.19), β 6= 0→ e2 = 0.
De la euaión (4.17), αe2 = (αm2q−1 + c)e1 + α (mi−1 −mi) | e1 |, dado que
α > 0, α (mi−1 −mi) 6= 0 6= (αm2q−1 + c), e2 = 0→ e1 = 0.
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De la euaión (4.18) debido a que e1 = e2 = 0→ e3 = 0. Por lo tanto el origen
es un punto de equilibrio del sistema dinámio del error (4.15).
Para ontinuar on el análisis de estabilidad, el sistema (4.15) es visto omo un
sistema perturbado de la forma:
x˙ = f(t, x) + g(t, x), (4.20)
donde
f(t, x) Sistema nominal, (4.21)
g(t, x) Perturbaión, (4.22)
y (4.22) es una perturbaión desvaneiente, es deir, g(t, 0) = 0, además,
ualquier funión g(t, x) que se desvaneza en el origen y que es loalmente Lipshitz
en x uniformemente in t para todo t ≥ 0 en un veindario aotado del origen satisfae
la euaión (4.23) [28℄:
‖g(t, x)‖ ≤ γ‖x‖, ∀ t ≥ 0, ∀ x ∈ D, (4.23)
entones, el sistema queda de la siguiente manera:
























ρ1 = (αm2q−1 + c), (4.26)
ρ2 = −α(mi−1 −mi) i = 1, . . . , 2q − 1, (4.27)
y se obtiene:
e˙ = f(t, e) + g(t, e). (4.28)
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Debido a que se requieren diferentes vetores de m para generar diferente
número de enrollamientos, el elemento m2q−1 ambia; por tal razón, existen Aj para
j = 1, . . . , 4 posibles matries. A ontinuaión se presenta el análisis de estabilidad
sólo para el aso que requiere el valor de c más pequeño.
Los parámetros empleados son:
q = 3 (5 enrollamientos),
m = [0.9/7 − 3/7 3.5/7 − 2.7/7 4/7 − 2.4/7].
(4.29)
Los valores propios de la matriz A de la euaión (4.24) son las raies del
polinomio que resulta omo det(λI−A), el ual se muestra a ontinuaión y que está
en funión de la fuerza de aoplamiento  y los parámetros del sistema:
λ3 + (αm2q−1 + c+ 1)λ
2 + (β + αm2q−1 + c− α)λ+ βαm2q−1 + βc, (4.30)
sustituyendo en la euaión (4.30) los valores de los parámetros se obtiene:











de donde se puede determinar que para c ≥ 10.4, los valores propios de la matriz
A son estritamente negativos; eligiendo c = 11 los valores propios de A son
σ(A) = {−8.8641; −0.0251 ± 3.5713i}, se puede apreiar que Re(λ1,2,3) < 0, por










uyos valores propios están dados por σ(P ) = {0.0563; 16.8847; 145.2827}.
La funión andidata de Lyapunov V (e) = eTPe satisfae:






f(t, e) ≤ −c3‖e‖2, (4.34)∥∥∥∥∂V∂e
∥∥∥∥ ≤ c4‖e‖. (4.35)
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O bien, de manera partiular se satisfae:
λmin(P )‖e‖22 ≤ V (t, e) ≤ λmax(P )‖e‖22, (4.36)
∂V
∂e
Ae = −eTQe ≤ −λmin(Q)‖e‖22, (4.37)∥∥∥∥∂V∂e
∥∥∥∥
2
= ‖2eTP‖2 ≤ 2‖P‖2‖e‖2 = 2λmax(P )‖e‖2. (4.38)
Utilizando la funión andidata de Lyapunov del sistema nominal omo funión
andidata de Lyapunov para estudiar estabilidad del sistema perturbado, tenemos
que, la derivada de V (e) a lo largo de la euaión (4.28) queda de la siguiente manera:










Comparando la euaión (4.39) on las euaiones (4.33)-(4.35) y (4.23) se
obtiene para el sistema perturbado:
V˙ (t, e) = −c3‖e‖2 +
∥∥∥∥∂V∂e
∥∥∥∥ ‖g(t, e)‖ ≤ −c3‖e‖2 + c4γ‖e‖2, (4.40)
donde
c3 = 1,
c4 = 2λmax(P ) = 290.5654.
(4.41)
El término de perturbaión g(e) satisfae:
‖g(e)‖ = |ρ2||e1| ≤ |ρ2|k1‖e‖,
γ = |ρ2|k1 < c3
c4
,
0 < k < 1,
|ρ2| = 0.3686.
(4.42)
Aunque no se onoe una ota de |e1|, se sabe que |e1| estará aotado siempre
que la trayetoria de e este onnada a un onjunto ompato1 [28℄. Usando las
euaiones (4.41) y (4.42), la expresión (4.40) se onvierte en:




Conjunto ompato: un onjunto S es ompato si es errado y aotado.
Conjunto errado: un onjunto S es errado si y sólo si su omplemento en Rn es abierto.
Conjunto aotado: un onjunto S es aotado si existe r > 0 tal que ‖x‖ ≤ r ∀ x ∈ S
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De la euaión (4.44) es fáil ver que la desigualdad se umple on k1 ≤ 0.0093,
por lo tanto, se onluye lo siguiente:
Lema 5.1 [28℄: Suponga que e = 0 es un punto de equilibrio exponenialmente
estable del sistema nominal (4.24). Sea V (t, e) una funión de Lyapunov del sistema
nominal que satisfae (4.33)-(4.35) en [0,∞) × D. Suponga que el término de la
perturbaión g(t, e) satisfae las euaiones (4.23) y (4.42). Entones, el origen es un
punto de equilibrio exponenialemente estable del sistema perturbado (4.28).
4.3.2. Chua generalizado: onguraión bidireional
Para el análisis que orresponde a la onguraión bidireional, se onsidera
el mismo onjunto de euaiones (4.13) que denió el error en el análisis anterior, el
onjunto de euaiones (4.11)-(4.12) que desriben al osilador de Chua generalizado,
el ual exhibe omportamiento aótio on valores de parámetros α = 9 y β =
14.2857 y la desigualdad dada por la euaión (4.14), el sistema dinámio del error
de sinronizaión está dado por:


e˙1 = −(αm2q−1 + 2c)e1 − α (mi−1 −mi) | e1 | +αe2,
e˙2 = e1 − e2 + e3,
e˙3 = −βe2.
(4.45)
De igual manera, se supone que x = 0 es un punto de equilibrio del sistema
(4.45) exponenialmente estable y se obtiene omo sigue:
e˙1 = e˙2 = e˙3 = 0, (4.46)
0 = −(αm2q−1 + 2c)e1 − α (mi−1 −mi) | e1 | +αe2, (4.47)
0 = e1 − e2 + e3, (4.48)
0 = −βe2. (4.49)
De la euaión (4.49), β 6= 0→ e2 = 0.
De la euaión (4.47), αe2 = (αm2q−1 + 2c)e1 + α(mi−1 −mi) | e1 |, dado que
α > 0, α(mi−1 −mi) 6= 0 6= (αm2q−1 + 2c), e2 = 0→ e1 = 0.
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De la euaión (4.48) debido a que e1 = e2 = 0→ e3 = 0. Por lo tanto el origen
es un punto de equilibrio del sistema dinámio del error (4.45).
El sistema dinámio del error (4.45), igual que el análisis anterior, es visto
omo un sistema perturbado desrito por las euaiones (4.20)-(4.22), donde la
perturbaión (4.22) es desvaneiente, es deir, g(t, 0) = 0, además, g(t, x) satisfae
la ondiión (4.23).
Entones, el sistema dinámio del error (4.45) queda de la siguiente manera:
























ρ1 = (αm2q−1 + 2c), (4.52)
ρ2 = −α(mi−1 −mi) i = 1, . . . , 2q − 1, (4.53)
y se obtiene:
e˙ = f(t, e) + g(t, e). (4.54)
Debido a la multipliidad de vetores m que se requiere para generar diferente
número de enrollamientos, el elemento m2q−1 de ada vetor ambia; por tal razón,
existen Aj para j = 1, . . . , 4 posibles matries. A ontinuaión se presenta el análisis
de estabilidad para el mismo aso del análisis anterior, ya que requiere el valor de c
más pequeño.
Los parámetros empleados son:
q = 3 (5 enrollamientos),
m = [0.9/7 − 3/7 3.5/7 − 2.7/7 4/7 − 2.4/7].
(4.55)
Los valores propios de la matriz A de la euaión (4.50) son las raies del
polinomio que resulta omo det(λI−A), el ual se muestra a ontinuaión y que está
en funión de la fuerza de aoplamiento  y los parámetros del sistema:
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λ3 + (αm2q−1 + 2c+ 1)λ
2 + (β + αm2q−1 + 2c− α)λ+ βαm2q−1 + 2βc, (4.56)
sustituyendo en la euaión (4.56) los valores de los parámetros se obtiene:











de donde se puede determinar que para c ≥ 5.2, los valores propios de la matriz A son
negativos; eligiendo c = 6 los valores propios de A son σ(A) = {−9.7922; −0.061±
3.6057i}, se puede apreiar que Re(λ1,2,3) < 0, por lo tanto, A es Hurwitz. La soluión









uyos valores propios están dados por σ(P ) = {0.0509; 6.6056; 59.8393}.
La funión andidata de Lyapunov V (e) = eTPe satisfae las ondiiones
(4.33)-(4.35), o bien, de manera partiular se satisfae:
λmin(P )‖e‖22 ≤ V (t, e) ≤ λmax(P )‖e‖22, (4.59)
∂V
∂e
Ae = −eTQe ≤ −λmin(Q)‖e‖22, (4.60)∥∥∥∥∂V∂e
∥∥∥∥
2
= ‖2eTP‖2 ≤ 2‖P‖2‖e‖2 = 2λmax(P )‖e‖2. (4.61)
Utilizando la funión andidata de Lyapunov del sistema nominal omo funión
andidata de Lyapunov para estudiar estabilidad del sistema perturbado, tenemos
que la derivada de V (e) a lo largo de la euaión (4.54) queda de la siguiente manera:










Comparando la euaión (4.62) on (4.33)-(4.35) y el término de perturbaión
(4.23) se obtiene para el sistema perturbado:
V˙ (t, e) = −c3‖e‖2 +
∥∥∥∥∂V∂e




c4 = 2λmax(P ) = 119.6786.
(4.64)
El término de perturbaión g(e) satisfae:
‖g(e)‖ = |ρ2||e1| ≤ |ρ2|k1‖e‖,
γ = |ρ2|k1 < c3
c4
,
0 < k < 1,
|ρ2| = 0.3686.
(4.65)
De igual manera, no se onoe la ota de |e1|, pero |e1| estará aotado siempre
que la trayetoria de e este onnada a un onjunto ompato [28℄. Usando las
euaiones (4.64) y (4.65), la expresión (4.63) se onvierte en:
V˙ (t, e) = −‖e‖2
2
+ 119.6786|ρ2|k1‖e‖22, (4.66)







De la euaión (4.67) es fáil ver que la desigualdad se umple on k1 < 0.0227,
por lo tanto, se onluye lo siguiente:
Lema 5.1 [28℄: Suponga que e = 0 es un punto de equilibrio exponenialmente
estable del sistema nominal (4.50). Sea V (t, e) una funión de Lyapunov del sistema
nominal que satisfae (4.33)-(4.35) en [0,∞) × D. Suponga que el término de la
perturbaión g(t, e) satisfae las euaiones (4.23) y (4.65). Entones, el origen es un
punto de equilibrio exponenialemente estable del sistema perturbado (4.54).
4.3.3. Genesio & Tesi 3-D: onguraión maestro - eslavo
El análisis orrespondiente para el error de sironizaión empleando osiladores
de Genesio & Tesi se realizó para 1-D, 2-D y 3-D. A ontinuaión se presenta sólo el
análisis que orresponde a Genesio & Tesi 3-D ya que para 1-D y 2-D el proedimiento
es muy similar.




x˙ = y − f1(y),
y˙ = z − f1(z),




























1, · ≥ θ, θ > 0,
0, · < θ, θ > 0,
0, · ≥ θ, θ < 0,







nl = ρ+ 0.5 + (l − 1)(ρ+ ς + 1),
γ = ρ+ ς + 1.
(4.73)
ρ = | mini,j{ueq,yi + ueq,zj } |,
ς = | maxi,j{ueq,yi + ueq,zj } | .
(4.74)





























Usando la misma deniión del error de los análisis anteriores e1 = x1 − x2,






























Cuando el sistema dinámio del error (4.76) ha alanzado el equilibrio, las
variables de estado de los osiladores involurados han sinronizado; debido a
que las no linealidades f1(y), f1(z) y f3(x) dependen del valor de los estados
orrespondientes, y ya que los estados en sinronía son iguales, la sustraión es
ero, por lo tanto, en el equilibrio:
e˙1 = e˙2 = e˙3 = 0, (4.77)


f1(y1)− f1(y2) = 0,
f1(z1)− f1(z2) = 0,
f3(x1)− f3(x2) = 0.
(4.78)






















De la euaión (4.79),
e3 = 0,
−e1 = e2,
−ce1 + e2 = 0.
(4.80)
De donde se dedue que (c+ 1)e2 = 0 ⇒ e2 = 0 ∴ e1 = 0. El origen es
un punto de equilibrio del sistema dinámio del error de sinrinizaión (4.76).









que es una matriz uyos menores prinipales son b, b2, b(b2−5), P > 0 para b > 2√5.


















 = 12(be21 + 2e1e3 + be22 + 4e2e3 + be23), (4.82)
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y su derivada evaluada en las trayetorias del sistema dinámio del error (4.76)está
dada por:
V˙ (e) = −(bc + a)e2
1
+ (b− 3a)e1e2 − (a+ ba + c)e1e3
+(1 + b− 2a− ba)e2e3 − 2ae22 − (ba− 2)e23.
(4.83)
La forma matriial de la euaión (4.83) permite demostrar que V˙ (e) es denida
negativa mostrando la positividad de Q, por lo tanto:




















(a+ ba + c)
−1
2
(b− 3a) 2a −1
2
(1 + b− 2a− ba)
1
2
(a + ba+ c) −1
2
(1 + b− 2a− ba) (ba− 2)

 . (4.85)
El polinomio que resulta de alular el determinante de Q está en funión del
parámetro del sistema, el parámetro libre de la matriz P y la fuerza de aoplamiento






(4a2b2 − a2b3 − 5a2b+ 2a2 + 2ab3
+5ab2 − 17ab− 3a− b2 − b3)c+ 1
4
(2a2b2 − a2b3 − 2a2b
+3a2 + ab2 − 13ab− a+ b2).
(4.86)
Sustituyendo el parámetro del sistema y jando b = 4, la euaión (4.86) se









de donde se demuestra que Q > 0 obteniendo las raies del polinomio. Para
1.3346 < c < 9.9654, se garantiza V˙ (e) < 0, esto implia que el origen es un punto
de equilibrio asintótiamente estable para el rango de la fuerza de aoplamiento c
dado.
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4.3.4. Genesio & Tesi 3-D: onguraión bidireional
Para el análisis de estabilidad del error de sinronizaión orrespondiente a la
onguraión bidireional, onsideramos el osilador de Genesio & Tesi 3-D desrito
por las euaiones (4.68)-(4.74). El modelo tiene la misma representaión en espaio
de estados del análisis anterior dada por la euaión (4.75).
Con la deniión del error e1 = x1 − x2, e2 = y1 − y2 y e3 = z1 − z2, el modelo





























Como se explió anteriormente, el equilibrio del sistema dinámio del error
(4.88) implia la sinronía de las variables de estado de los osiladores involurados,
por lo tanto, las no linealidades f1(y), f1(z), y f3(x) tienen el mismo valor y su
sustraión es ero, entones, en el equilibrio:
e˙1 = e˙2 = e˙3 = 0, (4.89)


f1(y1)− f1(y2) = 0,
f1(z1)− f1(z2) = 0,
f3(x1)− f3(x2) = 0.
(4.90)






















De la euaión (4.91),
e3 = 0,
−e1 = e2,
−2ce1 + e2 = 0.
(4.92)
De donde se dedue que (2c + 1)e2 = 0 ⇒ e2 = 0 ∴ e1 = 0. El origen
es un punto de equilibrio del sistema dinámio del error de sinronizaión (4.88).
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Para estudiar la estabilidad del punto de equilibrio se propone usar la misma
matriz del análisis anterior para mostrar lo que suede on el valor del rango de la
fuerza de aoplamiento, diha matriz está dada por la euaión (4.81) uyos menores
prinipales son b, b2, b(b2 − 5), P > 0 para b > 2√5. La funión andidata de
Lyapunov V (e) = eTPe no ambia y está dada por la euaión (4.82). La derivada
de V (e) evaluada en las trayetorias del sistema está dada por:
V˙ (e) = −(2bc+ a)e2
1
+ (b− 3a)e1e2 − (a+ ba + 2c)e1e3
+(1 + b− 2a− ba)e2e3 − 2ae22 − (ba− 2)e23.
(4.93)
La forma matriial de la euaión (4.93) permite demostrar que V˙ (e) es denida
negativa mostrando la positividad de Q, por lo tanto:




















(a+ ba + 2c)
−1
2
(b− 3a) 2a −1
2
(1 + b− 2a− ba)
1
2
(a+ ba + 2c) −1
2
(1 + b− 2a− ba) (ba− 2)

 . (4.95)
De igual manera, se alula el determinante de Q que está en funión del
parámetro del sistema, el parámetro libre de la matriz P y la fuerza de aoplamiento
 y se muestra a ontinuaión:
det(Q) = −2ac2 + 1
2
(4a2b2 − a2b3 − 5a2b+ 2a2 + 2ab3
+5ab2 − 17ab− 3a− b2 − b3)c+ 1
4
(2a2b2 − a2b3 − 2a2b
+3a2 + ab2 − 13ab− a+ b2).
(4.96)
Sustituyendo el parámetro del sistema y jando b = 4, la euaión (4.96) se









de donde se demuestra que Q > 0 obteniendo las raies del polinomio. Para
0.6673 < c < 4.9827 se garantiza V˙ (e) < 0, esto implia que el origen es un punto de
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equilibrio asintótiamente estable para el rango de la fuerza de aoplamiento c dado.
Para nalizar esta seión, se destaa primeramente que al asegurar que el
sistema dinámio del error de sinronizaión, para ualquiera de las onguraiones
mostradas, alanza el equilibrio de manera asintótia para ierto valor de c, implia
que las variables de estado de los osiladores aótios involurados alanzan sinronía
de manera asintótia, por lo tanto, se umple la euaión (4.98) que garantiza
la sinronizaión ompleta de los estados involurados; se destaa también la
importania que tiene el valor de la fuerza de aoplamiento c en la estabilidad
del sistema dinámio del error, omo se vio para el aso del osilador de Chua
generalizado, determina la ubiaión de los polos del sistema nominal y para el aso
de los osiladores aótios de Genesio & Tesi 1-D, 2-D y 3-D determina el rango para
el ual la matriz Q es positiva denida. Para este último aso, se hae la alaraión
de que el rango de c proporionado no es únio, ya que debido al parámetro libre de
la matriz P éste se amplia o disminuye onforme b aumenta o deree.
l´ım
t→∞
‖x(t)− xˆ(t)‖ = 0. (4.98)
4.4. Ejemplos de sinronizaión
A ontinuaión, se presentan los resultados de las simulaiones de sinronizaión
empleando algunos de los osiladores desritos en el apítulo 3. Es imperativo
menionar que la sinronizaión de los osiladores aótios se estará orroborando
de manera gráa a través del plano de fase entre los estados orrespondientes de
los osiladores aótios involurados. Para deir que dos osiladores aótios están
sinronizados es neesario que se umpla la euaión (4.98) y además obtener en el
plano de fase de las variables involuradas una línea a 45◦.
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Figura 4.1: Ejemplo del plano de fase orrespondiente a la sinronizaión de los
estados x y x′.
4.4.1. Sinronizaión dos osiladores Chua generalizado
La primer sinronizaión se realiza sobre dos osiladores de Chua generalizado,
el ual está desrito por las euaiones (4.11)-(4.12) y exhibe omportamiento aótio
para valores de parámetros α = 9 y β = 14.2857. La red ompleja que se desea
sinronizar se muestra en la gura (4.2)(a) uya matriz de aoplamiento A está dada


















Figura 4.2: Sinronizaión 2 osiladores: (a) Conguraión y aopalmiento de la red.














Tabla 4.1: Condiiones iniiales de la red ompleja gura (4.2)(a).
El valor de la fuerza de aoplamiento c se alula de auerdo on el teorema





∣∣∣∣ = 20. (4.100)
Las euaiones de la red ompleja (4.2)(a) quedan de la siguiente manera:


x˙i = α [yi − h(xi)] + ui,


















m = −[0.9/7, −3/7, 3.5/7, −2.7/7, 4/7, −2.4/7],
c = [1, 2.15, 3.6, 6.2, 9],
(4.104)
se obtiene el atrator de la gura (4.2)(b). La sinronizaión de los estados del
osilador eslavo se puede apreiar en la gura (4.3)(a) y la sinronizaión se
orrobora on la gura (4.3)(b) que es el plano de fase.
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Figura 4.3: (a) Estados de los osiladores. (b) Planos de fase.
4.4.2. Sinronizaión red regular Chua generalizado
El segundo resultado que se presenta es la sinronizaión de una red ompleja
regular. De igual forma, los nodos de la red son osiladores aótios de Chua
generalizado desritos por las euaiones (4.11)-(4.12) on valores de parámetros
α = 9 y β = 14.2857. La red ompleja que se desea sinronizar se muestra en la
gura (4.4)(a) uya matriz de aoplamiento A está dada por la euaión (4.105) on
























Figura 4.4: Sinronizaión 4 osiladores: (a) Conguraión y aoplamiento de la red.





−3 1 1 1
1 −3 1 1
1 1 −3 1
1 1 1 −3

 (4.105)
Las ondiiones iniiales de las variable de estado de ada osilador usadas son:
Condiiones iniiales
x1,...,4(0) -3 -2 3 2
y1,...,4(0) 0.4 0.3 0.2 0.1
z1,...,4(0) -4 3 2 -1
Tabla 4.2: Condiiones iniiales de la red ompleja gura (4.4)(a).
El valor de la fuerza de aoplamiento c se alula de auerdo on el teorema





∣∣∣∣ = 5. (4.106)
Las euaiones de la red ompleja (4.4)(a) quedan de la siguiente manera:


x˙i = α [yi − h(xi)] + ui,


















m = [0.9/7, −3/7, 3.5/7, −2.7/7, 4/7, −2.4/7],
c = [1, 2.15, 3.6, 6.2, 9],
(4.110)
se obtiene el atrator de la gura (4.4)(b). Se puede ver en la gura (4.5) ómo
los estados parten de ondiiones iniiales diferentes pero eranas entre sí y on
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el transurso del tiempo onvergen a un omportamiento omún. La gura (4.6)
muestra los planos de fase del estado primero de ada osilador.









































































Figura 4.6: Planos de fase donde se observa una línea a 45◦ para las variables de
estado de ada osilador.
4.4.3. Sinronizaión red regular Genesio & Tesi 3-D
El terer resultado es la sinronizaión de una red ompleja regular onstituida
por osiladores de Genesio & Tesi 3-D. Aquí, dihos osiladores aótios están
desritos por las euaiones (4.68)-(4.74), donde para el valor de parámetro a = 0.8 el
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osilador exhibe omportamiento aótio. La red ompleja que se desea sinronizar
se muestra en la gura (4.7)(a) uya matriz de aoplamiento A está dada por la























Figura 4.7: Sinronizaión de 6 osiladores Genesio & Tesi 3-D: (a) Conguraión y




0 0 0 0 0 0
1 −1 0 0 0 0
1 0 −1 0 0 0
1 0 0 −1 0 0
1 0 0 0 −1 0




Las ondiiones iniiales de las variables de estado de ada osilador aótio
usadas son:
Condiiones iniiales
x1,...,6(0) 0.6 0.1 0.3 0.5 0.2 0.4
y1,...,6(0) 0.6 0.1 0.3 0.5 0.2 0.4
z1,...,6(0) 0.6 0.1 0.3 0.5 0.2 0.4
Tabla 4.3: Condiiones iniiales de la red ompleja gura (4.7)(a).
El valor de la fuerza de aoplamiento c, se alula de auerdo on el análisis
de estabilidad del sistema dinámio del error de sinronizaión que orresponde a la
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onguraión maestro - eslavo presentado en la seión anterior, donde, para ada
par de osiladores de la red ompleja de la gura (4.7)(a), el sistema dinámio del





























del ual ya se mostró que el origen es un punto de equilibrio. Se propone para
estudiar la estabilidad del sistema (4.112) la funión andidata de Lyapunov dada
por la euaión (4.113), uya derivada evaluada en las trayetorias del sistema (4.112)


















 = 12(be21+2e1e3+ be22+4e2e3+ be23), (4.113)
V˙ (e) = −(bc + a)e2
1
+ (b− 3a)e1e2 − (a+ ba + c)e1e3
+(1 + b− 2a− ba)e2e3 − 2ae22 − (ba− 2)e23.
(4.114)
La forma matriial de la euaión (4.114) permite demostrar que V˙ (e) es
denida negativa mostrando la positividad de Q, por lo tanto:




















(a + ba+ c)
−1
2
(b− 3a) 2a −1
2
(1 + b− 2a− ba)
1
2
(a+ ba + c) −1
2
(1 + b− 2a− ba) (ba− 2)

 . (4.116)
El polinomio que resulta de alular el determinante de Q está en funión del
parámetro del sistema, el parámetro libre de la matriz P y la fuerza de aoplamiento







(4a2b2 − a2b3 − 5a2b+ 2a2 + 2ab3
+5ab2 − 17ab− 3a− b2 − b3)c+ 1
4
(2a2b2 − a2b3 − 2a2b
+3a2 + ab2 − 13ab− a+ b2).
(4.117)
Sustituyendo el parámetro del sistema y jando b = 5, la euaión (4.117) se









de la euaión (4.118) se puede demostrar que para el rango de la fuerza de
aoplamiento 0.7397 ≤ c ≤ 29.8104, Q > 0, por lo tanto, se garantiza que V˙ (e) < 0,
entones, el punto de equilibrio es asintótiamente estable lo que implia que los
estados de los osiladores aótios involurados alanzan la sinronía de manera
asintótia. Para este aso partiular c = 15.
Las euaiones de la red ompleja (4.7)(a) quedan de la siguiente manera:


x˙i = yi − f1(yi) + ui,
y˙i = zi − f1(zi), para i = 1, . . . , 6,

































1, · ≥ θ, θ > 0,
0, · < θ, θ > 0,
0, · ≥ θ, θ < 0,








nl = ρ+ 0.5 + (l − 1)(ρ+ ς + 1),
γ = ρ+ ς + 1.
(4.125)
ρ = | mini,j{ueq,yi + ueq,zj } |,
ς = | maxi,j{ueq,yi + ueq,zj } | .
(4.126)
Usando los parámetros My = 2, Ny = 2, Mz = 2, Nz = 2 y k = 2 se obtiene el
atrator de la gura (4.7)(b). En la gura (4.8) se muestran los tres estados de ada
osilador y se apreia que parten de ondiiones iniiales diferentes y puede verse
que onforme el tiempo transurre, los estados sinronizan a una misma dinámia.
La gura (4.9) es prueba de la sinroniaión de la red (4.7)(a).





































Figura 4.8: Estados de los osiladores de la red (4.7)(a) sinronizando asintótiamente

















































































Figura 4.9: Plano de fase estados xi i = 1, . . . , 6.
4.4.4. Sinronizaión red irregular Genesio & Tesi 3-D
Por último, se sinronizó una red ompleja on topología irregular de
osiladores Genesio & Tesi 3-D, el ual está desrito por las euaiones (4.68)-
(4.74) y para valor de parámetro a = 0.8 exhibe omportamiento aótio. La red
ompleja que se desea sinronizar se mustra en la gura (4.10)(a) uya matriz de
aoplamiento A está dada por la euaión (4.127) y los valores propios son σ(A) =






















Figura 4.10: Sinronizaión 9 osiladores: (a) Conguraión y aoplamiento de la red





0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 −4 1 0 1 0 1 0 0
1 1 −5 1 1 1 0 0 0
0 0 1 −2 0 1 0 0 0
0 1 1 0 −5 0 1 1 1
0 0 1 1 0 −3 0 1 0
0 1 0 0 1 0 −2 0 0
0 0 0 0 1 1 0 −2 0




Las ondiiones iniiales de las variables de estado de ada osilador aótio
usadas son:
Condiiones iniiales
x1,...,9(0) 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
y1,...,9(0) 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
z1,...,9(0) 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Tabla 4.4: Condiiones iniiales de la red ompleja irregular (4.10)(a).
El valor de la fuerza de aoplamiento c de auerdo on el teorema (4.1) para





∣∣∣∣ = 52.38. (4.128)
El álulo de la fuerza de aoplamiento c, realizado a través del análisis de
estabilidad del error se obtiene de la misma manera que en el aso anterior, esto
debido a que la red ompleja presenta ambos tipos de onguraión, y omo se
mostró en los análisis previos, es la onguraión maestro - eslavo la que presenta
mayor restriión para c, por tal motivo, el valor de la fuerza de aoplamiento para
esta red ompleja la dita la onguraión del osilador 1. Para este aso partiular
c = 9.
Las euaiones de la red ompleja (4.7)(a) quedan de la siguiente manera:


x˙i = yi − f1(yi) + ui,
y˙i = zi − f1(zi), para i = 1, . . . , 6,


































1, · ≥ θ, θ > 0,
0, · < θ, θ > 0,
0, · ≥ θ, θ < 0,







nl = ρ+ 0.5 + (l − 1)(ρ+ ς + 1),
γ = ρ+ ς + 1.
(4.135)
ρ = | mini,j{ueq,yi + ueq,zj } |,
ς = | maxi,j{ueq,yi + ueq,zj } | .
(4.136)
Usando los parámetros My = 0, Ny = 1, Mz = 0, Nz = 1 y k = 2 se obtiene
el atrator de la gura (4.10)(b). La gura (4.11) muestra los tres estados de ada
osilador partir de ondiiones iniiales diferentes y on el paso del tiempo, estos
tienden de manera asintótia a la dinámia que orresponde al osilador maestro. El
plano de fases que orresponde a la sinronizaión de la red (4.10)(a) se ha dividido
en tres partes que se explian a ontinuaión. El plano de fase (4.12) muestra los
estados xi, i = 1, . . . , 4 omparados on los estados xj , j = 2, . . . , 5. La gura (4.13)
orresponde a la parte entral inferior de un plano de fase únio y omprende la
omparaión de los estados xi, i = 1, . . . , 4 vs xj , j = 6, . . . , 9. Por último, la parte
inferior dereha es la gura (4.14), donde se puede apreiar la omparaión de los
estados xi, i = 5, . . . , 8 vs xj , j = 6, . . . , 9.
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Figura 4.14: Plano de fase estados xi, i = 5, . . . , 8 vs. xj , j = 6, . . . , 9.
A manera de resumen del apítulo, en la primer seión se proporionaron los
oneptos de sinronizaión, la teoría para sinronizar redes y las ondiiones de
sinronizaión de una red ompleja (4.1), posteriormente, se proporionó el análisis
de estabilidad del error de sinronizaión entre ualquier par de osiladores de una red
ompleja onstituida ya sea por osiladores de Chua generalizado o por osiladores
de Genesio & Tesi en onguraión maestro - eslavo y bidireional. Finalmente,
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se presentaron uatro resultados de simulaiones de redes omplejas que presentan
atratores de múltiples enrollamientos.
Capítulo 5
Enriptado aótio de datos
En el apítulo 1 se dio la deniión de enriptamiento, se proporionaron
algunos ejemplos de enriptamiento antiguo, algunos algoritmos que se usan
atualmente omo métodos de enriptado y se menionó omo ténia de enriptado
alternativa el uso del enriptamiento aótio. En este apítulo se proporionan varios
oneptos importantes de análisis freuenial de señales que ayudan a disriminar o
jerarquizar las señales aótias usadas para el enriptado. También se presentan
resultados de las simulaiones del proeso de omuniaión segura empleando aos,
uyo enriptamiento aótio está basado en riterios que garantizan un nivel más
alto de seguridad.
5.1. Criterios de seleión
El enriptamiento aótio experimental reportado hasta el momento, reeja
la arenia de una justiaión en la seleión de la señal aótia que enmasara
el mensaje a enriptar, esto, aunado a la variedad de modelos generadores de aos
presentados en esta investigaión (apítulo 3), rea un ambiente en el ual es neesario
lasiar, disriminar o desartar señales aótias poteniales. El objetivo de este
apítulo es el reforzar el nivel de seguridad de la etapa de enriptado en el sistema
de omuniaión, se propone el uso de riterios que permitan seleionar la señal
aótia que mejor enmasara al mensaje.
A ontinuaión, se propone el uso de dos riterios basados en energía.
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5.1.1. Criterio 1: Seleión basada en energía de la señal que
enmasara
Es importante estableer la terminología que desribe la energía de una señal.











entones, se die que x(t) es de energía nita. Realizando el muestreo uniforme a





que es la energía de una señal disreta en tiempo x(n) = x(t)
∣∣
t=nT
on T siendo el
tiempo de muestreo.
Básiamente, lo que se propone en este primer riterio, es la eleión de la
señal aótia que será usada para enmasarar on base en la antidad de energía
que presenta. Los resultados reportados hasta el momento sugieren la atenuaión
del mensaje a enriptar on el propósito de oultarlo eientemente. Sin embargo,
atenuar el mensaje en forma onsiderable puede signiar un riesgo al momento del
desenriptado, ya que pueden existir pérdidas de informaión debido a que aumenta
la sensibilidad a ruido (SNR), o en aso de llevar a abo de manera físia el sistema
de omuniaión, debido a las impreisiones introduidas por los omponentes.
De manera general, se sugiere la eleión de la señal que enmasara on base
en su energía y el oiente resultado de la relaión de la energía de la señal aótia










ya que este último da una noión de uantas vees es más grande la energía
de la señal aótia omparada on la energía del mensaje. Es fáil determinar de la
euaión (5.4) que un valor alto de J1 india un buen enriptado, es deir,
J1 ≫ 1 → Buen enriptado.
Emplear un riterio omo el desrito, abre la posibilidad de enriptamiento
aótio usando una variable de estado diferente a la primera, aprovehando así,
de manera más eiente, el potenial que brinda tener diferentes modalidades de
osiladores on atratores que presentan múltiples enrollamientos.
En la gura (5.1) se muestran los valores de energía de los tres estados del
osilador de Chua generalizado para diferente número de enrollamientos. Se puede
observar que de auerdo al riterio de la euaión (5.4), la variable de estado z es una
mejor andidata que x para enmasarar el mensaje debido a la antidad de energía.
Es de partiular importania menionar que una hipótesis iniial se orrobora on
estos resultados, ya que aumentar el número de enrollamientos del atrator impata
de manera direta en la energía de la señal aótia aunque se desonoza la proporión
en que lo hae.
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Figura 5.1: Niveles de energía del osilador de Chua generalizado: (a) Energía del
estado x para 3, 4, 5 y 7 enrollamientos respetivamente, (b) Energía del estado y
para 3, 4, 5 y 7 enrollamientos respetivamente, () Energía del estado z para 3, 4,
5 y 7 enrollamientos respetivamente.
5.1.2. Criterio 2: Seleión basada en el dominio de la
freuenia
A pesar de la ventaja que puede llegar a signiar elegir la señal que oultará
el mensaje por el nivel de energía que presente, es onveniente onoer su anho de
banda, esto on el objetivo de garantizar un buen enriptado visto desde el dominio
de la freuenia, es deir, onsiderando al rango de freuenias en que puede ubiar el
espetro del mensaje que se desea enriptar. Esta idea es la que propiió onsiderar la
introduión del análisis en freuenia y a ontinuaión se desriben algunos oneptos
importantes para generar laridad al letor sobre el análisis freuenial de señales.
El análisis en freuenia sirve para representar señales periódias y aperiódias
ontinuas y disretas en tiempo a través de las series de Fourier y la transformada
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de Fourier respetivamente. Estas presentaiones implian la desomposiión de las
señales en funión de omponentes sinusoidales (o exponeniales omplejas). Dihas
presentaiones son llamadas espetros y proporionan una identidad a la señal, en
el sentido de que el mismo la dene. Para el álulo del espetro de una señal se
entra la atenión en las señales disretas en el tiempo de duraión nita.
El análisis en freuenia de una señal disreta en tiempo x(n) requiere de una
representaión en el dominio de la freuenia, tal representaión está dada por la
transformada de Fourier X(ω) de x(n). X(ω) es una funión ontinua y periódia de
la freuenia, por tal motivo, se requiere muestrearla para obtener una representaión
adeuada. Sea X(k) N muestras del espetro y x(n) N muestras de la señal en el










X(k)ej2pikn/N , n = 0, 1, 2, . . . , N − 1 (5.6)
Donde (5.5) es la Transformada de Fourier Disreta (DFT Disrete Fourier
Transform) y (5.6) es la Transformada de Fourier Disreta Inversa (IDFT ).
Aprovehando las propiedades de simétría y periodiidad del fator de fase e−j2pi/N
surgieron los algoritmos FFT [29℄, que es una manera más eiente de alular la
transformada de Fourier disreta. A los letores interesados en profundizar en el tema
se reomienda [29℄ y [30℄.
5.1.2.1. Espetro de señales aótias
A ontinuaión se presentan las densidades espetrales de algunas modalidades
de los osiladores desritos en el apítulo 3, obtenidos on el toolbox de MATLAB
apliando una freuenia de muestreo Fs=44.1 kHz.
Las guras (5.2) y (5.3) muestran la densidad espetral de los tres estados del
onjunto de euaiones 3.1 que desriben el osilador de Chua generalizado para 4
enrollamientos empleando los parámetros 3.4.
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Figura 5.2: Densidad espetral: (a) estado x, (b) estado y.














Figura 5.3: Densidad espetral estado z.
Las guras (5.4) y (5.5) muestran la densidad espetral de las tres variables de
estado del osilador de Genesio & Tesi en 1-D de 10 enrollamientos.
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Figura 5.4: Densidad espetral: (a) estado x, (b) estado y.

















Figura 5.5: Densidad espetral estado z.
Es importante destaar de las guras (5.2) - (5.5) que se apreia de manera
general la zona en la que se enuentra onentrada la mayor antidad de energía
de la señal, estas freuenias son llamadas anho de banda de la señal. La relaión
de la energía en los dominios del tiempo y la freuenia está dada por el teorema
de Parseval (5.7), que denota el prinipio de la onservaión de la energía en los








En partiular, las señales se lasian en el dominio de la freuenia en señales
de baja, media o alta freuenia de auerdo a la ubiaión de su espetro.
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Otro onepto relevante del análisis freuenial de las señales es el anho
de banda, que se interpreta omo el rango de freuenias en el que se enuentra
onentrada la mayor antidad de potenia o energía de una señal y está dado en
Hertz (Hz). El anho de banda omprende todo el espetro de la señal hasta donde la
magnitud deae 3 dB por debajo del valor iniial, o la reduión de la amplitud de la
señal a menos del 70.7% de la amplitud original. La gura (5.6) muestra gráamente
este onepto.































Figura 5.6: Anho de banda: (a) Ejemplo simpliado, (b) Señal aótia.
La informaión presentada sobre el análisis freuenial de señales permite
onluir lo importante que es onoer la ubiaión en freuenia del mensaje a
enriptar y de la señal que enmasara, on el propósito de realizar un enriptado
que sea seguro en el dominio de la freuenia; es importante alarar que sólo se
aplia al enriptado de audio. Bajo esta idea, se propone ponderar la energía de una
señal aótia que enmasare el rango de freuenias en que se enuentra el espetro de
la voz humana, y emplear omo funión de ponderaión una ventana retangular que
se asemeja a la respuesta freuenial del oido humano para abarar las freuenias
que son audibles.
De auerdo on [31℄ la voz humana tiene un anho de banda de
aproximadamente 2700 Hz que va en promedio desde los 300 Hz hasta los 3000
Hz; por lo tanto, de manera ideal se busa usar una señal que enmasare ese rango
de freuenias para enriptar un mensaje de voz. La apaidad auditiva del hombre
juega un papel importante en el reonoimiento de la señal, por tal motivo, la funión
de ponderaión debe abarar las freuenias en las que se enuentra la voz y aquellas
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que son mejor esuhadas por el hombre.
La respuesta freuenial del oido humano presenta una tendenia a ampliar
naturalmente las freuenias que se enuentran entre 1 kHz - 4 kHz, es deir, requiere
una ganania menor para esuhar los sonidos presentes en este rango que la ganania
requerida para esuhar los sonidos que se enuentran fuera de él. Esto se puede
observar en la gura (5.7) donde se muestra la ampliaión neesaria para que
distintas omponentes freueniales puedan ser esuhadas por el oido humano.













Figura 5.7: Respuesta freuenial del oido humano on la ganania en deibeles. Los
resultados muestran el promedio de una audiometría de un grupo de personas on
rango de edad de 20 a 40 años y que oinide on lo reportado en [32℄.
Visto desde el punto de vista en que se analizan las respuestas en freuenia de
los sistemas o los espetros de las señales, la respuesta freuenial del oido se vería
omo en la gura (5.8) donde se puede observar que el rango de 1 kHz - 4 kHz es la
banda de freuenias que el oido apta mejor.
79















Figura 5.8: Respuesta freuenial del oido vista omo ltro pasa banda.
Por lo tanto, se usa una funión de ponderaión omo la mostrada en la gura
(5.9) para este aso partiular, sin embargo de auerdo a los requerimientos del
mensaje esta última puede ambiar. Claramante puede verse que al multipliar
la funión de ponderaión por el espetro de la señal aótia, las freuenias
extremadamente bajas y las freuenias que estén más allá de 8 kHz tendrán menor
importania que el rango de freuenias de 0.12 kHz - 8 kHz. Esta idea se expresa
matemátiamente en la euaión (5.8), donde α(n) es la funión de ponderaión
en freuenia, Xc(n) son los oeientes de Fourier de la señal aótia y Xm(n)
los oeientes de Fourier del mensaje. Con esto se pretende proteger el mensaje


































Figura 5.9: Funión de ponderaión basada en la respuesta freuenial de oido.
Numerosos resultados de estudios realizados al omportamiento del oido
humano han sido reportado, para el letor interesado se reomiendan [32℄-[36℄, donde
podrá enontrar informaión sobre respuesta y sensiblidad auditiva.
5.2. Resultados de simulaiones
En esta seión, se presentan los resultados de las simulaiones de enriptado
aótio de audio empleando los dos riterios desritos en la seión anterior. En las
tablas (5.1)-(5.3) se muestran los datos pertinentes de la variedad de señales aótias
que se pueden emplear, y que se obtuvieron de los modelos desritos en el apítulo 3
que son osiladores aótios que presentan atratores on múltiples enrollamientos.
Osilador de Chua generalizado
# Enroll. Edo. Ec 105 J∗1 E. P. 10
5 J∗2 A. B. Atenuaión
x 0.4748 34.4073 0.2007 14.5479 1.2589 kHz 1
3 y 0.0042 0.3079 0.0042 0.3062 6.166 kHz 1/4
z 0.5809 42.0996 0.3045 22.0709 1.8621 kHz 1
x 0.9184 66.5602 0.626 45.3684 1.052 kHz 1
4 y 0.0163 1.1794 0.0162 1.1732 6.0256 kHz 1/2
z 1.2959 93.9181 1.0025 72.6536 1.3183 kHz 1
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x 3.4569 250.5372 0.8043 58.2916 0.182 kHz 1
5 y 0.019 1.426 0.0194 1.4085 6.3096 kHz 1/2
z 3.9339 285.1109 1.2787 92.6712 0.1778 kHz 1
x 8.7925 637.2294 1.9949 144.5793 0.01 kHz 1
7 y 0.0385 2.793 0.0382 2.7702 2.3442 kHz 1/2
z 9.7569 707.1312 3.0166 218.6288 0.0115 kHz 1
Tabla 5.1: Índies para seleión de la señal más adeuada del
osilador de Chua generalizado.
∗ Ec Energía señal aótia,
E. P. energía ponderada, J1 y J2 riterios denidos en las
euaiones (5.4) y (5.8) respetivamente, A. B. anho de
banda.
Osilador de Genesio & Tesi 1-D
# Enroll. Edo. Ec 105 J∗1 E. P. 10
5 J∗2 A. B. Atenuaión
x 0.51 36.9591 0.21676 15.7098 0.0004 kHz 1
4 y 0.0329 2.3824 0.03229 2.3404 5.0119 kHz 1/2
z 0.0111 0.8044 0.01107 0.8022 4.2658 kHz 1/4
x 2.4907 180.5158 0.20874 15.1286 0.0004 kHz 1
5 y 0.0307 2.2222 0.0297 2.1522 6.3096 kHz 1/2
z 0.0105 0.7588 0.01044 0.7563 4.5814 kHz 1/4
x 1.7444 126.4266 0.19926 14.4416 0.0003 kHz 1
6 y 0.0284 2.0566 0.02739 1.9854 4.6774 kHz 1/2
z 0.0099 0.7208 0.00991 0.7185 15.8489 kHz 1/5
x 1.6218 117.5413 0.17211 12.474 0.0004 kHz 1
7 y 0.0258 1.8695 0.02484 1.8003 4.8978 kHz 1/2
z 0.0092 0.6689 0.0092 0.6665 14.7911 kHz 1/5
x 2.6912 195.0455 0.17484 12.6717 0.006 kHz 1
8 y 0.0255 1.845 0.0243 1.7611 5.2 kHz 1/2
z 0.0093 0.6708 0.00922 0.6679 5.0119 kHz 1/4
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x 2.8207 204.4256 0.18649 13.5159 0.0363 kHz 1
10 y 0.0246 1.7822 0.02351 1.7042 4.4668 kHz 1/2
z 0.0091 0.6583 0.00904 0.6555 5.0119 kHz 1/5
Tabla 5.2: Índies para seleión de la señal más adeuada
del osilador de Genesio & Tesi 1-D.
∗ Ec Energía señal
aótia, E. P. energía ponderada, J1 y J2 riterios denidos
en las euaiones (5.4) y (5.8) respetivamente, A. B. anho
de banda.
Osilador de Genesio & Tesi 3-D
# Enroll. Edo. Ec 105 J∗1 E. P. 10
5 J∗2 A. B. Atenuaión
x 0.516 37.3631 0.066 4.7817 0.001 kHz 1
2× 2× 2 y 0.073 5.3233 0.0403 2.9181 0.0008 kHz 1
z 0.098 7.0949 0.0308 2.2345 0.0009 kHz 1
x 5.552 402.389 0.0778 5.6369 0.0009 kHz 1
4× 2× 2 y 0.072 5.2498 0.0402 2.916 0.0008 kHz 1
z 0.082 5.9123 0.0354 2.5647 0.0008 kHz 1
x 11.899 862.3639 0.2306 16.7096 0.0005 kHz 1
2× 5× 5 y 0.543 39.3244 0.1611 11.6753 1.9498 kHz 1
z 1.153 84.5925 0.1474 10.6807 0.1175 kHz 1
x 645.89 46811 2.333 169.0815 0.0009 kHz 1
3× 6× 6 y 7.62 552 1.6996 123.1779 0.0316 kHz 1
z 16.87 1223 1.6118 116.8171 0.0251 kHz 1
Tabla 5.3: Índies para seleión de la señal más adeuada
del osilador del Genesio & Tesi 3-D.
∗ Ec Energía señal
aótia, E. P. energía ponderada, J1 y J2 riterios denidos
en las euaiones (5.4) y (5.8) respetivamente, A. B. anho
de banda.
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Se omitió la tabla que proporiona los índies para el osilador de Genesio &
Tesi 2-D on el objetivo de evitar onfusión al letor debido a que partiularmente,
las trayetorias aótias de esta modalidad de osilador presentan intervalos de
magnitudes muy pequeñas omo se muestra en la gura (5.10), lo que provoa que
el audio deba ser atenuado onsiderablemente si se quiere evitar la identiaión de
las palabras que oiniden on dihos intervalos.













Figura 5.10: Estado x del osilador de Genesio & Tesi 2-D que muestra intervalos de
magnitud menor a 1.
En las tablas (5.1)-(5.3) se desribe lo siguiente: En la terer olumna se
proporiona la energía de ada variable de estado de las diferentes modalidades de
atratores para los diferentes tipos de osiladores. La uarta olumna proporiona
el oiente entre la energía de la señal aótia y energía de la señal de audio
(1.3798 × 103). En la quinta olumna se proporiona la energía de la señal aótia
presente en el rango de freuenias de 0.12 kHz - 8 kHz. La sexta olumna es el
oiente entre la energía de la señal aótia en el rango 0.12 kHz - 8 kHz y la
señal del mensaje, la séptima olumna proporiona el anho de banda de la señal
aótia. Finalmente, el fator de atenuaión f > 0 tal que fm(t) presentan un buen
enriptado se proporiona en la otava olumna.
De la tabla (5.1) se destaa lo siguiente: En la olumna Ec se apreia que
para las diferentes modalidades de atratores del osilador de Chua generalizado, la
variable z es la que presenta la mayor antidad de energía. En prinipio, esto refuerza
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la intenión de usar para enriptar una variable diferente a la primera. Las olumnas
J1 y J2 orrespondientes a los riterios denidos sugieren la misma onlusión, ya que,
presentan los índies más grandes para las tres variables en todas las modalidades
de atratores. Aunque la variable y no es favoreida por la mayoría de los índies,
presenta el anho de banda más grande, heho que la onvierte en una andidata
fuerte si se requiere enriptar un mensaje on una mayor riqueza freuenia; también
es importante menionar que a medida que el número de enrollamientos aumenta, la
atenuaión requerida para asegurar buen enriptamiento disminuye debido a que la
energía de la señal aótia aumenta al aumentar el número de enrollamientos.
De la tabla (5.2) podemos onluir que de auerdo on los índies de las
olumnas Ec, J1, E. P., J2 y atenuaión, la variable x es la mejor andidata para
enriptar ya que presenta los valores más altos en todas las modalidades de atratores,
sin embargo, se destaa que las variables y y z presentan un anho de banda más
grande que el orrespondiente anho de banda de x, por lo tanto, no se desartan
y se sugiere su uso uando los requerimientos freueniales del mensaje sean más
rigurosos y exedan la apaidad freuenial de x.
De la tabla (5.3) se destaan los índies de las olumnas J1 y J2, donde
laramente puede verse que para J1 en su modalidad de 5 × 5 × 5 y 3 × 6 × 6
enrollamientos J1 ≫ 1, lo que de auerdo on lo estableido previamente, implia un
buen enriptado. Para la olumna J2 puede observarse que la antidad de energía
presente en el rango de freuenias de 0.12 kHz - 8 kHz, es suientemente grande
para que todos los valores sean mayores que 1, esto se ve reejado diretamente en
la olumna de atenuaión, donde puede verse que no se requirió atenuar el mensaje.
En onlusión, J1 y J2 brindan una noión de la apaidad de enriptamiento
que tienen una señal aótia, es deir, entre más grande el índie mejor
enriptamiento; aquí, J1 onsidera la energía total de la señal, mientras que J2
la energía presente en un rango de freuenias espeío. Aunque es difíil denir
una ota miníma, la atenuaión requeridad para un buen enriptado se relaiona
diretamente on J1 y J2, en el sentido en que para valores grandes de los riterios,
no se requiere atenuar el mensaje.
Antes de presentar los resultados del enriptamiento, se destaa la importania
que tiene onsiderar las araterístias freueniales de la señal aótia tal que ubra
los requerimientos del mensaje, esto on el únio objetivo de elevar el nivel de
seguridad del sistema de omuniaión.
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5.2.1. Caso de estudio: enriptamiento de voz
Como se desribió en el apítulo 1, se realiza el enriptamiento aditivo
empleando un sistema de omuniaión de dos anales. En esta oasión, se realiza la
transmisión a través de una red de múltiples usuarios omo se muestra en la gura
(5.11), donde los sistemas aótios presentes en el emisor y reeptor pueden ser tanto
un solo osilador aótio omo una red ompleja.
Figura 5.11: Sistema de omuniaión multi-usuario.
5.2.1.1. Enriptado
Primeramente, es de suma importania onoer las freuenias en las que se
enuentra ubiada la mayor antidad de energía del mensaje, es deir, determinar su
densidad espetral para onoer el rango que debe abarar la densidad espetral de
la señal aótia. Con esto se pretende evitar que el mensaje sea reuperado a través
de ltrado onvenional, asegurando un enriptado orreto visto desde el dominio
de la freuenia.
En la gura (5.12) se ilustra esta idea, donde puede verse laramente que, la
ubiaión de la mayor parte de la densidad espetral de la señal aótia, así omo la
amplitud de la misma, juegan un papel ruial en el proeso de enriptado.
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Figura 5.12: Ilustraión de mal enriptamiento visto desde el dominio de la freuenia.
Densidad espetral: (a) señal aótia, (b) mensaje m1(t), () mensajem2(t), (d) señal
aótia + m1(t) ó m2(t).
Es importante señalar de los datos proporionados, la posibilidad de enriptar
mensajes on un anho de banda muho mayor al que presentan los mensajes de voz,
ya que omo se vio en las tablas (5.1)-(5.3), al anho de banda de las variables de
estado, varía según el osilador y la modalidad del atrator.
El ontenido del mensaje de vozm(t) que se desea enriptar es: Sinronizaión
de redes omplejas on atratores aótios de múltiples enrollamientos:
Apliado al enriptado de datos que orresponde al título de esta investigaión.
La gura (5.13) muestra la evoluión temporal del mensaje, mientras que la gura
(5.14) su densidad espetral.
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Figura 5.13: Evoluión temporal del mensaje de voz que se desea enriptar.
















Figura 5.14: Densidad espetral de la señal de audio que se desea enriptar.
Como ya se menionó, el propósito de onsiderar las araterístias freueniales
del mensaje, es elegir una señal aótia que umpla on esos requerimientos para
asegurar un buen enriptado.
Considere que el sistema aótio presente en el emisor del diagrama de la gura
(5.11) es un osilador de Genesio & Tesi 1-D, uyas euaiones difereniales están
dadas por (3.12)-(3.14) y a = 0.8 en su modalidad de 5 enrollamientos uyo atrator
y trayetorias al que onvergen los sistemas aótios presentes en el reeptor se




































Figura 5.15: Atrator Genesio & Tesi 1-D de 5 enrollamientos: (a) Visión 3-D x-y-z,
(b) Visión x-y.























Figura 5.16: Evoluión temporal de los estados Genesio & Tesi 1-D: (a) estado x, (b)
estado y y () estado z.
En la gura (5.17) se muestra omo sinronizan los estados de los sistemas
aótios presentes en los reeptores a la dinámia del sistema aótio del emisor.
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Figura 5.17: Evoluión temporal de la sinronizaión de los estados Genesio & Tesi
1-D: (a) estados x, (b) estados y y () estados z.
Con propósitos ilustrativos, se elige enriptar el mensaje de voz (gura (5.13))
on la variable de estado y (gura (5.16)(b)) del osilador de Genesio & Tesis 1-D. Se
destaa primordialmente, el impato que tiene la riqueza freuenial de la señal que
enmasara, en el número de vees que es neesario atenuar el audio para asegurar
un enriptado onable. La densidad espetral de la señal elegida para enriptar se
muestra en la gura (5.18)(a), donde puede verse que abara las freuenias donde
se enuentra la densidad espetral del audio, esto último se orrobora en la gura
(5.18)(b), donde fáilmente puede verse que la densidad espetral del mensaje de voz
queda ubierto on la densidad espetral de la señal aótia.
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Figura 5.18: Densidades espetrales: (a) Densidad espetral estado y Genesio & Tesi
1-D 5 enrollamientos, (b) omparaión de densidades espetrales señal aótia (azul)
y señal de audio (negro).
Después de atenuar el audio on el fator proporionado en la tabla (5.2), los
resultados se muestran en la gura (5.19), donde (5.19)(a) muestra el mensaje de
voz que se desea enriptar, (5.19)(b) es la señal s(t) la ual es enviada a través
del segundo anal de transmisión on el mensaje enriptado, y nalmente, (5.19)()
muestra el mensaje reuperado del lado del reeptor.


























Figura 5.19: Señales del sistema de omuniaión: (a) señal de audio que se enripta,
(b) señal s(t) on el audio enriptado, () señal de audio reuperada.
A manera de ontraejemplo y para reforzar la idea ilustrada en la gura (5.12),
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se muestra omo se enriptaría el mensaje de la gura (5.13) usando la variable z
(gura (5.16)()). En la gura (5.20)(a) se proporiona el espetro de z, donde puede
apreiarse que la falta de energía presente en las freuenias bajas del mensaje, inuye
diretamente en su atenuaión, propiiando un fator más pequeño para disminuir
la energía del audio. La gura (5.20)(b) muestra la omparaión entre las densidades
espetrales de la variable z y la señal de audio, donde laramente puede verse lo que
sería un mal enriptado visto desde el dominio de la freuenia.




























Figura 5.20: Densidades espetrales: (a) Densidad espetral estado z Genesio & Tesi
1-D 5 enrollamientos, (b) omparaión de densidades espetrales señal aótia (azul)
y señal de audio (verde).
Por último, en la gura (5.21) se muestra la densidad espetral que presenta
el mensaje enriptado on la variable z, donde laramente puede verse que debido a
la linealidad que existe en los dominios del tiempo y la freuenia, es el uadrado de
la suma de las señales azul y negra de la gura (5.20)(b), y on esto, se rearma la
importania que tiene onoer la ubiaión de la densidad espetral del mensaje que
se desea enriptar antes de elegir la señal que enripta.
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Figura 5.21: Mensaje de voz mal enriptado por la dinámia de la variable z del
osilador de Genesio & Tesi 1-D en su modalidad de 5 enrollamientos.
5.2.2. Enriptamiento de imagen
Para el enriptamientos de imagen se emplea la dinámia de la red de la gura
(5.22), que es una red regular ompuesta por osiladores de Genesio & Tesi 3-D en
su modalidad de 2× 2× 2 enrollamientos desrito por (3.25)-(3.31) para valores de
a = .8, my = 0, ny = 1, mz = 0, nz = 1 y k = 2 en onguraión bidireional. El
atrator que presenta la dinámia nal de la red se muestra en la gura (5.23).
Figura 5.22: Red ompleja regular ompuesta de osiladores de Genesio & Tesi 3-D





















Figura 5.23: Atrator aótio de la red de la gura (5.22) 2× 2× 2 enrollamientos.
La gura (5.24) muestra los tres estados de ada osilador y se apreia que on
el transurso del tiempo estos sinronizan.






































Figura 5.24: Evoluión temporal de los estados de la red de la gura (5.22).
El mensaje que se desea enriptar es la imagen de la pintura de Fernando
Botero llamadaMona lisa a los doe años, la ual se muestra en la gura (5.25), que
es una imagen tipo RGB on formato de datos Uint8 uyo rango de valor para ada
pixel es 0 ≤ P ≤ 255.
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Figura 5.25: Imagen a enriptar: Mona lisa a los doe años de Fernando Botero.
Debido al rango de valores que puede tomar ada pixel de una imagen en el
formato menionado, es neesario antes de realizar el enriptado, multipliar el vetor
de datos de la imagen por un fator de atenuaión, diho fator es de 0.01. Una vez
heha la multipliaión, se realiza el enriptado aditivo y el resultado se muestra en
la gura (5.26)(a) que es la imagen enriptada. En la gura (5.26)(b) se muestra la
imagen que se reupera en el lado del reeptor para ada uno de los usuarios.
(a) (b)
Figura 5.26: (a) Imagen enriptada, (b) Imagen reuperada.
Por último, en la gura (5.27) se muestra la gráa del error que existe entre
el vetor de la imagen original y el vetor de datos de la imagen reuperada, aunque
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paree ser un error de magnitud grande, el valor más grande es 11 que orresponde
a un error de 4.3137%.















Figura 5.27: Gáa del error de reuperaión para el valor de RGB del pixel.
Con los resultados de estas simulaiones, se muestra que se puede apliar el
omportamiento oletivo de redes omplejas onstituidas por osiladores aótios
que presentan atratores on múltiples enrollamientos al ifrado de informaión. Se
dejó ver que debido a que es posible sinronizar redes omplejas de este tipo, el
mensaje que se ifra puede ser reuperado de manera eiente.
El enriptamiento aótio es una buena alternativa para el ifrado de
informaión, donde puede elevarse el nivel de seguridad del mensaje enriptado si,
omo se sugirió, se onsideran algunas araterístias adiionales del mensaje y de
la señal aótia.
Es importante menionar que los índies proporionados en este apítulo son
generales y no loales, es deir, reejan la alidad del enriptado en el intervalo
de muestras elegido y areen de apaidad para detetar malos enriptados en
subintervalos del mismo.
Para nalizar este apítulo, sólo se destaan los datos proporionados en las
tablas (5.1)-(5.3), donde de ierta manera, se araterizaron las variables de estado
de diferentes osiladores que presentan varias modalidades en sus atratores, lo ual
failitó la eleión (basada en datos) de la señal que se usaría para enriptar, y mostró
las deienias de algunas otras variables.
Capítulo 6
Conlusiones
En este trabajo de investigaión se llevó a abo omo prinipal objetivo, la
sinronizaión de redes omplejas onstituidas por osiladores aótios que presentan
múltiples enrollamientos. Los modelos de osiladores aótios on atratores de
múltiples enrollamientos empleados fueron, el osilador de Chua generalizado [1℄
y nueva familia de osiladores de n-enrollamientos [1, 2℄, estos últimos llamados a la
largo de la investigaión osiladores de Gensio & Tesi en 1,2,3-D debido a su origen.
Diha sinronizaión se realizó sobre osiladores idéntios, empleando la ténia
de ontrol de la matriz de aoplamiento que fué desrita en el apítulo 4, y mediante
la ual se sinronizaron redes omplejas en topologías regulares e irregulares en los
dos tipos de onguraión.
La prinipal apliaión que se le dio a esta sinronizaión se mostró en
el apítulo 5, donde se presentan los resultados de la simulaión de un sistema
de omuniaión, aquí se empleo el enriptamiento aditivo para enmasarar un
mensaje que se onsidera ondenial, y que se desea se transmita por un anal
públio de manera segura. Una vez transmitido, el mensaje debe ser reuperado
de manera eiente y on un mínimo de error, lo ual es posible graias a que los
sistemas aótios del emisor y reeptor sinronizan de manera ompleta. Los mensajes
usados omo ondeniales fueron: en audio, Sinronizaión de redes omplejas on
atratores aótios de múltiples enrollamientos: Apliado al enriptado de datos y
una imagen de la pintura de Fernando Botero Mona lisa a los doe años.
Las aportaiones que deben destaarse de este trabajo son las siguientes:
Sinronizaión ompleta de redes omplejas onstituidas por osiladores
aótios on atratores de múltiples enrollamientos.
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o del error de sinronizaión entre
ualquier par de osiladores de una red ompleja de este tipo.
La propuesta de dos riterios de seleión de la señal aótia on base en sus
araterístias de energía y freuenia.
Caraterizaión de todas las variables de estado de los diferentes tipos de
osiladores desritos en la tesis para diferentes modalidades del atrator
(diferente número de enrollamientos).
Se mostró la importania que tiene la riqueza freuenial de la señal aótia en
el enriptado vista desde el dominio de la freuenia.
Enriptado aótio de audio e imagen empleando las dinámias de redes
omplejas on atratores aótios de múltiples enrollamientos, donde la
seleión de la señal que enmasara se realizó on base en sus araterístias
de energía y freuenia.
6.1. Trabajos futuros
Como posibles trabajos futuros se proponen los siguientes:
Sinronizaión de redes omplejas onstituidas por osiladores aótios que
prensentan múltiples enrollamientos no idéntios.
Modulaión de la energía presente en las bajas freuenias de las señales
aótias, para aproveharla de manera mas eiente al enriptar en una banda
de freuenia espeía.
Enriptamiento múltiple, es deir, enmasara más de un mensaje en una sola
señal aótia en diferentes bandas de freuenia.
Emplear la metodología de enriptado aótio por onmutaión entre atratores
extraños, donde el número de enrollamientos del atrator es lo que se onmuta.
Realizar un estudio de estabilidad ante perturbaiones de la sinronía de la red
ompleja.
Enriptamiento aótio de video.
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